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บทคัดย่อ




การศึกษาครั้งนี้มีวัตถุประสงค์เพื่อเสนอวิธีการประมาณค่าสัมประสิทธิ์ความเบ้

ของข้อมูลที่มีการแจกแจงอินเวอร์สเกาส์เซียน และเปรียบเทียบวิธีการประมาณค่า

สัมประสิทธิ์ความเบ้ 3 วิธี คือ 1) วิธีอย่างง่าย 2) วิธีปรับค่าสัมประสิทธิ์ความเบ้ด้วย

เทอมค่าคงที่ (n-1)/n และ 3) วิธีปรับค่าสัมประสิทธิ์ความเบ้ด้วยเทอมค่าคงที่ (n-2)/n 
โดยการเปรียบเทียบค่าความเอนเอียงสัมบูรณ์ (|Bias|) และค่าคลาดเคลื่อนกำลังสอง
เฉลี่ย (Mean Square Error: MSE) ของค่าประมาณ กำหนดขนาดตัวอย่าง (n) 
เท่ากับ 10, 20, 30, 50 และ 100 กำหนดค่าพารามิเตอร์ µ เท่ากับ 1 และ
	
พารามิเตอร์ λ เท่ากับ 1, 3, 5, 10, 15 และ 20 การวิจัยครั้งนี้ใช้วิธีการจำลองแบบ
	
มอนติคาร์โล และทำการทดลองซ้ำๆ กัน 10,000 ครั้งในแต่ละสถานการณ์ ผลการ

วิจัยสรุปได้ดังนี้


วิธีปรับค่าสัมประสิทธิ์ความเบ้ด้วยเทอมค่าคงที่ (n-2)/n ให้ค่าความเอนเอียง
สัมบูรณ์ (|Bias|) และค่าคลาดเคลื่อนกำลังสองเฉลี่ย (MSE) ต่ำที่สุด ทุกกรณี
	

ที่ศึกษา รองลงมาคือ วิธีปรับค่าสัมประสิทธิ์ความเบ้ด้วยเทอมค่าคงที่ (n-1)/n และ
วิธีอย่างง่าย ตามลำดับ





คำสำคัญ : การจำลองแบบมอนติคาร์โล ค่าสัมประสิทธิ์ความเบ้ 	 


	    การแจกแจงอินเวอร์สเกาส์เซียน










S  U  D  D  H  I  P  A  R  I  T  A  D 


สุ ท ธิ ป ริ ทั ศ น์ 
 �

Abstract




The objectives of this study are to propose the estimation method 

for coefficients of skewness of Inverse Gaussian data and to compare 

three estimation method for coefficients of skewness. Those methods are 

simple method, adjusted coefficients of skewness method with term (n-1)/n, 
and adjusted coefficients of skewness method with term (n-2)/n. The 
research was considered by the absolute bias (|Bias|) and the mean 

square errors (MSE). The comparisons were done by using sample sizes 

(n) equal to 10, 20, 30, 50 and 100 whereas parameter µ is 1 and 
	
parameters λ are 1, 3, 5, 10, 15, and 20. This research used the Monte 

Carlo simulation method. The experiment was repeated 10,000 times for 

each condition. Results of the research are as follows:


For all sample sizes and all parameter values, the |Bias| and the 
MSE of adjusted coefficients of skewness method with term (n-2)/n are 
the lowest. We can arrange the methods as follows: the adjusted 

coefficients of skewness method with term (n-1)/n and simple method, 

respectively.  





Keywords : Monte Carlo Simulation, Coefficients of Skewness,   	 	

	     Inverse Gaussian Distribution
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แน่นของความน่าจะเป็น (Probability Density 

Function: pdf) ของการแจกแจงอินเวอร์ส 

เกาส์เซียน เขียนได้ดังนี้ [9]


    


  =	 	    ,      , 





กราฟของฟังก์ชันความหนาแน่นของ

ความน่าจะเป็นแสดงดังรูปที่ 1 สำหรับสมบัติ
	

ที่สำคัญของการแจกแจงอินเวอร์สเกาส์เซียน 

[10] มีดังนี้


ค่าเฉลี่ย	 	  


ความแปรปรวน 	  


สัมประสิทธิ์ความเบ้ ( ) 	  





1. บทนำ


	 


การแจกแจงอินเวอร์สเกาส์เซียน (Inverse 

Gaussian Distribution) เสนอขึ้นครั้งแรกโดย 

Schrodinger [1] ซึ่งเป็นการแจกแจงหนึ่งที่
	

นำมาประยุกต์ใช้กับปัญหาต่างๆ เช่น การ

วิเคราะห์ราคาหุ้น ปัญหาด้านชีววิทยา อุทก

ภูมิศาสตร์ อุตุนิยมวิทยา และความเชื่อถือได้

ของผลิตภัณฑ์ เป็นต้น [2] โดยมีนักวิจัยหลาย

ท่านที่สนใจศึกษาเกี่ยวกับการแจกแจงดังกล่าว 

อาทิ Tweedie [3], Shuster [4], Chhikara 

and Folks [5], Seshadri [6,7], Balakrisnan 

and Chen [8] เป็นต้น ฟังก์ชันความหนา

รูปที่ 1 ฟังก์ชันความหนาแน่นของการแจกแจงอินเวอร์สเกาส์เซียน เมื่อ μ = 1 และ λ = 1, 3 และ 5

วิธีการประมาณค่าพารามิเตอร์   และ
	

   สามารถประมาณค่าได้หลายวิธี เช่น วิธี
	

ความควรจะเป็นสูงสุด (Maximum Likelihood 

Method: ML) และวิธีการประมาณแบบไม่
	

เอนเอียงซึ่งมีความแปรปรวนต่ำสุด (Minimum 

Variance Unbiased Estimation Method: 

MVUE) เป็นต้น [11] เมื่อได้ค่าประมาณพารา

มิเตอร์ และ  แล้ว ขั้นตอนต่อไปจะ
	

นำค่าประมาณพารามิเตอร์ไปคำนวณค่าสถิติ

ต่างๆ เช่น ค่าเฉลี่ย ค่าความแปรปรวน หรือ

ค่าสัมประสิทธิ์ความเบ้ เป็นต้น วิธีดังกล่าว

เรียกว่า วิธีอย่างง่าย (Simple Method) 
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อย่างไรก็ดี วิธีอย่างง่ายให้ค่าประมาณพารา

มิเตอร์มากเกินกว่าค่าพารามิเตอร์ที่แท้จริง (True 

Parameters) ดังนั้นผู้วิจัยจึงมีแนวคิดที่จะนำ

เทอมค่าคงที่ที่มีค่าน้อยกว่า 1 มาปรับให้ค่า

ประมาณของสัมประสิทธิ์ความเบ้มีความคลาด

เคลื่อนน้อยลง โดยทดลองกับเทอมค่าคงที่ใน

รูปแบบต่างๆ โดยจากการค้นคว้ายังไม่พบว่ามี

นักวิจัยคนใดทำการศึกษาในลักษณะดังกล่าว


ดังนั้นในการศึกษาครั้งนี้จึงเสนอวิธีการ

ประมาณค่าสัมประสิทธิ์ความเบ้ของข้อมูลที่มี

การแจกแจงอินเวอร์สเกาส์เซียน และเปรียบ

เทียบวิธีการประมาณค่าสัมประสิทธิ์ความเบ้ 
	

3 วิธี คือ 1) วิธีอย่ างง่ าย 2) วิธีปรับ
	

ค่ าสัมประสิทธิ์ ความเบ้ด้ วยเทอมค่าคงที่  
	

         และ 3) วิธีปรับค่าสัมประสิทธิ์ความ

เบ้ด้วยเทอมค่าคงที่               โดยการเปรียบ

เทียบค่าคลาดเคลื่อนกำลังสองเฉลี่ย ( ) 
	

ของค่าประมาณ สำหรับขอบขอบเขตของการ

ศึกษามีดังต่อไปนี้


1. กำหนดขนาดตัวอย่างที่ใช้ ( ) เท่า

กับ 10, 20, 30, 50 และ 100


2. กำหนดค่าพารามิเตอร์    เท่ากับ 11


3. กำหนดค่าพารามิเตอร์  เท่ากับ 
	

1, 3, 5, 10, 15 และ 20


4. ประมาณค่าพารามิเตอร์     และ        


ด้วยวิธีความควรจะเป็นสูงสุด


การศึกษาครั้งนี้ใช้วิธีการจำลองแบบ

มอนติคาร์โลด้วยเครื่องไมโครคอมพิวเตอร์ โดย

ใช้โปรแกรม R เวอร์ชัน 2.8.0 และกำหนดให้

เครื่องคอมพิวเตอร์ทำงานซ้ำๆ กัน 10,000 

ครั้งในแต่ละสถานการณ์











2. งานวิจัยที่เกี่ยวข้อง


วราฤทธิ์ พานิชกิจโกศลกุล [12] เสนอ

วิธีการประมาณค่าฐานนิยมของข้อมูลที่มีการ

แจกแจงอินเวอร์สเกาส์เซียนโดยนำเทอมค่า

คงที่ซึ่ งขึ้นกับขนาดตัวอย่างมาปรับให้ค่า

ประมาณฐานนิยมมีความคลาดเคลื่อนลดลง


	 Gupta [13] เสนอวิธีความควรจะเป็น

สูงสุด (Maximum Likelihood Method: ML) 

สำหรับประมาณค่าพารามิเตอร์ของการแจก

แจงอินเวอร์สเกาส์เซียนแบบตัดปลายหาง 

(Truncated Inverse  Gaussian Distribution)  


	 Sanchez and He [14] ได้ศึกษา

ระยะเวลาที่ผู้ใช้เข้าชมเว็บไซต์หนึ่งซึ่งข้อมูลมี

การแจกแจงอินเวอร์สเกาส์เซียน โดยประมาณ

ค่าพารามิเตอร์ด้วยวิธีความควรจะเป็นสูงสุด 


	 Lee and Tang [15] เสนอวิธีการ

ประมาณค่าพารามิเตอร์ของการแจกแจงอิน

เวอร์สเกาส์เซียนโดยใช้วิธีอีเอ็มแบบดัดแปลง 

(Modified EM-algorithm) ได้แก่ ตัวประมาณ

อีเอ็มแบบดัดแปลง (Modified EM Estimators: 

MEME) และตัวประมาณความควรจะเป็นแบบ

ดัดแปลง (Modified Maximum Likelihood 

Estimators: MMLE)


	 Arefi et al. [16] ศึกษาการประมาณ

ค่าแบบช่วง (Interval Estimation) ของค่า

เฉลี่ยของการแจกแจงอินเวอร์สเกาส์เซียน พบ

ว่า ช่วงความเชื่อมั่นโดยใช้วิธีอัตราส่วนความ

ควรจะเป็น (Likelihood Ratio Interval) มี

ประสิทธิภาพสูงที่สุด ส่วนวิธีของวาร์ล (Wald 

Interval) มีประสิทธิภาพต่ำที่สุด
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3. วิธีการศึกษา





ในการศึกษาครั้งนี้มีวิธีการศึกษาดังนี้


3.1 การจำลองข้อมูลที่ใช้ในการศึกษา


จำลองข้อมูลที่ใช้โดยการสร้างตัวแปร

สุ่ม X ซึ่งมีการแจกแจงอินเวอร์สเกาส์เซียนด้วย

พารามิเตอร์ μ และ λ ตามที่กำหนดไว ้
ในขอบเขตของการศึกษา


3.2 ประมาณค่าพารามิเตอร์ μ และ λ 
ด้วยวิธีความควรจะเป็นสูงสุด


เมื่อสร้างตัวแปรสุ่ม X ที่มีการแจกแจง

อินเวอร์สเกาส์เซียนแล้ว ประมาณค่าพารามิเตอร์ 

μ และ λ ด้วยวิธีความควรจะเป็นสูงสุด [11]

ตัวประมาณความควรจะเป็นสูงสุดของ 

μ คือ





   =       =   





ตัวประมาณความควรจะเป็นสูงสุดของ 

λ คือ

   =   





	 


3.3 ประมาณค่าสัมประสิทธิ์ความเบ้ของ

ข้อมูลด้วยวิธีการที่ศึกษา


เมื่อประมาณค่าพารามิเตอร์ μ และ λ 
นำค่าประมาณ  และ  ที่ได้ ประมาณ
	

ค่าสัมประสิทธิ์ความเบ้ของข้อมูลด้วยวิธีการ
	

ที่ศึกษา


1) วิธีอย่างง่าย ตัวประมาณค่าสัม-

ประสิทธิ์ความเบ้ คือ 





  =  





2) วิธีปรับค่าสัมประสิทธิ์ความเบ้
	

ด้วยเทอมค่าคงที่             ตัวประมาณค่า
	

สัมประสิทธิ์ความเบ้ คือ





  =  





3) วิธีปรับค่าสัมประสิทธิ์ความเบ้ด้วย

เทอมค่าคงที่   ตัวประมาณค่าสัม
	

ประสิทธิ์ความเบ้ คือ





  =  





3.4 คำนวณค่าความเอนเอียงสัมบูรณ์

และค่าคลาดเคลื่อนกำลังสองเฉลี่ยของค่า

ประมาณของวิธีการประมาณค่าแต่ละวิธี แล้ว

ทำการเปรียบเทียบ


ค่าความเอนเอียงสัมบูรณ์ (       ) ของ 

ค่าประมาณ คำนวณจาก





     =     








ค่าคลาดเคลื่อนกำลังสองเฉลี่ย ( )
	

ของค่าประมาณ คำนวณจาก





=      





เมื่อ   	 แทน 	 ค่าสัมประสิทธิ์ความ
	

	 	 	 เบ้ของประชากร


	 	 	 แทน ค่าประมาณ		

	 	 	 ของสัมประสิทธิ์	 	

	 	 	 ความเบ้ ซึ่งคำนวณ	

	 	 	 จากวิธีที่ k ในการ	

	 	 	 ทำซ้ำครั้งที่ i
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     k	 แทน 	 วิธีการประมาณค่า	

	 	 	 สัมประสิทธิ์ความเบ้





4. ผลการศึกษา





ในการนำเสนอผลการศึกษาเพื่อความ

สะดวกจะใช้สัญลักษณ์ต่างๆแทนความหมาย 

ดังนี้


S  หมายถึง 	วิธีอย่างง่าย


C
1
 หมายถึง 	วิธีปรับค่าสัมประสิทธิ์	 	

	 	 ความเบ้ด้วยเทอมค่าคงที่ 

	 	 	 


C
2
	หมายถึง	 วิธีปรับค่าสัมประสิทธิ์	 	

	 	 ความเบ้ด้วยเทอมค่าคงที่ 

	    	 


  	หมายถึง 	ค่าความเอนเอียงสัมบูรณ์


	 หมายถึง 	ค่าคลาดเคลื่อนกำลังสอง	

	 	 เฉลี่ย


*	 หมายถึง	 วิธีการประมาณค่าที่ให้ค่า	

	 	 ต่ำที่สุด หรือค่า 


	 	 ต่ำที่สุด


ผลการเปรียบเทียบค่าความเอนเอียง

สัมบูรณ์ และค่าคลาดเคลื่อนกำลังสองเฉลี่ย

ของค่าประมาณ นำเสนอดังตารางที่ 1 ซึ่งมี

รายละเอียดดังนี้


4.1 การเปรียบเทียบค่าความเอนเอียง

สัมบูรณ์


ในทุกระดับของขนาดตัวอย่าง ( n = 
10, 20, 30, 50 และ 100) และทุกระดับของ

ค่าพารามิเตอร์ (λ = 1, 3, 5, 10, 15 และ 
20) วิธีปรับค่าสัมประสิทธิ์ความเบ้ด้วยเทอมค่า

คงที่               ให้ค่าความเอนเอียงสัมบูรณ์ 
	

(       ) ต่ำที่สุด รองลงมาคือ วิธีปรับค่า

สัมประสิทธิ์ความเบ้ด้วยเทอมค่าคงที่       


และวิธีอย่างง่าย ตามลำดับ


4.2 การเปรียบเทียบค่าคลาดเคลื่อน

กำลังสองเฉลี่ย


ในทุกระดับของขนาดตัวอย่าง ( n = 
10, 20, 30, 50 และ 100)  และทุกระดับของ

ค่าพารามิเตอร์ ( λ = 1, 3, 5, 10, 15 และ 
20) วิธีปรับค่าสัมประสิทธิ์ความเบ้ด้วยเทอมค่า

คงที่                 ให้ค่าคลาดเคลื่อนกำลังสอง

เฉลี่ย (     ) ต่ำที่สุด รองลงมาคือ วิธีปรับค่า

สัมประสิทธิ์ความเบ้ด้วยเทอมค่าคงที่     


และวิธีอย่างง่าย ตามลำดับ





5. ตัวอย่างการประยุกต์ใช
้




การประมาณค่าสัมประสิทธิ์ความเบ้ของ

ข้อมูลที่มีการแจกแจงอินเวอร์สเกาส์เซียน

สามารถนำไปประยุกต์ใช้ได้ดังนี้ ในทดสอบ

ช่วงชีวิต (Life test) ของลูกบอล โดยเก็บ

รวบรวมข้อมูลความคงทนของลูกบอล จำนวน 

22 ลูก [17] ข้อมูลมีดังนี้


	 17.88	 51.96	 93.12	 28.92	

54.12	 98.64	 33.00	 55.56	 105.12	

41.52	 67.80	 


	 105.84	 42.12	 68.64	 127.92	

45.60	 68.64	 127.92	 48.48	 68.88	

173.40	 51.84	 


	 จากนั้นประมาณค่าพารามิเตอร์ของ

การแจกแจงอินเวอร์สเกาส์เซียน μ และ λ 
	
ด้วยวิธีความควรจะเป็นสูงสุด ดังนี้




=        =  71.67818    


	 


=       	 	    = 56.13708       
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ขั้นต่อไปทำการประมาณค่าสัมประสิทธิ์

ความเบ้ โดยใช้วิธีปรับค่าสัมประสิทธิ์ความเบ้

ด้วยเทอมค่าคงที่            ดังนี้





=  	        =        	 





=  3.081748





6. สรุปผลการศึกษา





ผลการศึกษาครั้งนี้ สรุปได้ดังนี้


วิธีปรับค่าสัมประสิทธิ์ความเบ้ด้วยเทอม

ค่าคงที่               ให้ค่าความเอนเอียงสัมบูรณ์ 
	

(       ) และค่าความคลาดเคลื่อนกำลังสอง

เฉลี่ย (     ) ต่ำที่สุด ทุกกรณีที่ศึกษา รองลง

มาคือ วิธีปรับค่าสัมประสิทธิ์ความเบ้ด้วยเทอม

ค่าคงที่         และวิธีอย่างง่าย ตามลำดับ 

ดังนั้นในการประมาณค่าสัมประสิทธิ์ความเบ้

ของข้อมูลที่มีการแจกแจงอินเวอร์สเกาส์เซียน 

ควรเลือกใช้วิธีปรับค่าสัมประสิทธิ์ความเบ้ด้วย

เทอมค่าคงที่          ซึ่งมีสูตรดังนี้


     


          =     





โดยที่     =     และ   =   
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ตารางที่ 1	 ค่าความเอนเอียงสัมบูรณ์ (       ) และค่าคลาดเคลื่อนกำลังสองเฉลี่ย 
	

(       ) ของค่าประมาณสัมประสิทธิ์ความเบ้ของข้อมูลที่มีการแจกแจงอินเวอร์สเกาส์เซียน เมื่อค่า

พารามิเตอร์ μ เท่ากับ 1





n
 

|Bias|
 MSE





วิธี S
 วิธี C1
 วิธี C2
 วิธี S
 วิธี C1

วิธี C2



10
 1
 0.9912
 0.5921
 0.1929*
 1.2964
 0.6048
 0.2382*


 3
 1.5461
 1.2183
 0.8904*
 2.4318
 1.5178
 0.8194*


 5
 1.7741
 1.4626
 1.1510*
 3.1637
 2.1521
 1.3351*


 10
 2.0358
 1.7374
 1.4389*
 4.1488
 3.0219
 2.0732*


 15
 2.1651
 1.8711
 1.5771*
 4.6895
 3.5026
 2.4886*


 20
 2.2453
 1.9537
 1.6621*
 5.0427
 3.8179
 2.7633*


20
 1
 1.1223
 0.9162
 0.7101*
 1.4242
 0.9880
 0.6376*


 3
 1.6390
 1.4705
 1.3019*
 2.7073
 2.1812
 1.7120*


 5
 1.8602
 1.7001
 1.5400*
 3.4688
 2.8980
 2.3785*


 10
 2.1176
 1.9643
 1.8110*
 4.4865
 3.8604
 3.2814*


 15
 2.2448
 2.0938
 1.9428*
 5.0400
 4.3849
 3.7754*


 20
 2.3255
 2.1757
 2.0259*
 5.4085
 4.7341
 4.1046*


30
 1
 1.1571
 1.0185
 0.8799*
 1.4497
 1.1410
 0.8709*


 3
 1.6722
 1.5588
 1.4453*
 2.8105
 2.4429
 2.1011*


 5
 1.8897
 1.7820
 1.6743*
 3.5766
 3.1808
 2.8081*


 10
 2.1443
 2.0412
 1.9381*
 4.5993
 4.1677
 3.7573*


 15
 2.2716
 2.1701
 2.0685*
 5.1608
 4.7097
 4.2793*


 20
 2.3515
 2.2507
 2.1500*
 5.5299
 5.0662
 4.6228*


50
 1
 1.1961
 1.1122
 1.0283*
 1.4976
 1.3012
 1.1190*


 3
 1.6966
 1.6280
 1.5594*
 2.8871
 2.6587
 2.4398*


 5
 1.9114
 1.8464
 1.7813*
 3.6569
 3.4123
 3.1761*


 10
 2.1666
 2.1043
 2.0420*
 4.6952
 4.4290
 4.1707*


 15
 2.2926
 2.2313
 2.1699*
 5.2566
 4.9790
 4.7090*


 20
 2.3728
 2.3119
 2.2510*
 5.6302
 5.3450
 5.0673*


100
 1
 1.2202
 1.1780
 1.1358*
 1.5218
 1.4199
 1.3217*


 3
 1.7137
 1.6793
 1.6448*
 2.9412
 2.8242
 2.7096*


 5
 1.9282
 1.8955
 1.8628*
 3.7197
 3.5946
 3.4717*


 10
 2.1822
 2.1508
 2.1195*
 4.7622
 4.6266
 4.4928*


 15
 2.3083
 2.2774
 2.2466*
 5.3283
 5.1869
 5.0475*


 20
 2.3880
 2.3574
 2.3268*
 5.7025
 5.5573
 5.4140*
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