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							             บทคัดย่อ
	 การวิจยัครัง้นีม้วัีตถุประสงค์เพ่ือ 1) สร้างและพัฒนารปูแบบการจดัการเรยีนรูก้ารพิสจูน์ทางคณิตศาสตร์เพ่ือพัฒนา

ความสามารถในการพิสูจน์ของนักศึกษาสาขาวิชาคณิตศาสตร์ 2) ศึกษาความสามารถในการพิสูจน์ของนักศึกษาสาขา

วิชาคณิตศาสตร์ วิชาหลักการคณิตศาสตร์ เรื่อง ระบบจ�ำนวนจริง การด�ำเนินการวิจัย มี 3 ระยะ  ได้แก่ ระยะที่ 1 การสร้าง

รูปแบบการจัดการเรียนรู้การพิสูจน์ทางคณิตศาสตร์   โดยสังเคราะห์มาจากแนวคิดทฤษฎีเก่ียวกับการจัดการเรียนรู้

คณิตศาสตร์และการพิสูจน์ทางคณิตศาสตร์ และผลการวิเคราะห์ข้ันตอนการสอนการพิสูจน์ทางคณิตศาสตร์ของผู้ทรง

คุณวุฒิ 3 ท่าน ระยะที่ 2 การพัฒนารูปแบบการจัดการเรียนรู้การพิสูจน์ทางคณิตศาสตร์ ตรวจสอบความเหมาะสมและ

ความเป็นไปได้ และการประเมินความเหมาะสมของผู้เชี่ยวชาญ 3 ท่าน มีค่าความเหมาะสมอยู่ในระดับเหมาะสมมาก            

(X = 4.33, S.D. = 0.48) และระยะที่ 3 การทดลองใช้รูปแบบการจัดการเรียนรู้การพิสูจน์ทางคณิตศาสตร์ กลุ่มตัวอย่าง 

ได้แก่ นักศึกษาสาขาวิชาคณิตศาสตร์ที่ลงทะเบียนเรียนรายวิชาหลักการคณิตศาสตร์ ภาคเรียนที่ 1 ปีการศึกษา 2559 

จ�ำนวน 30 คน ทีไ่ด้มาจากการเลอืกแบบเจาะจง (Purposive sampling) เครือ่งมอืท่ีใช้ในการทดลอง ได้แก่ แผนการจดัการ

เรียนรู้ 4 แผน จ�ำนวน 12 ชั่วโมง เคร่ืองมือท่ีใช้ในการเก็บรวบรวมข้อมูล ได้แก่ แบบวัดความสามารถในการพิสูจน์ทาง

คณิตศาสตร์ เป็นแบบอัตนัย จ�ำนวน  5 ข้อ สถิติที่ใช้ในการวิเคราะห์ข้อมูล ได้แก่ ค่าเฉลี่ย ส่วนเบี่ยงเบนมาตรฐาน ร้อยละ 

และสถิติที (t-test) ผลการวิจัยพบว่า

	 1. 	 รูปแบบการจัดการเรียนรู้การพิสูจน์ทางคณิตศาสตร์ มี 4 ขั้นตอน ได้แก่ ขั้นที่ 1 ท�ำความเข้าใจข้อความที่จะ

พิสจูน์ โดยการยกตวัอย่างสิง่ทีเ่ป็นไปตามข้อความทีจ่ะพิสจูน์ ส่ิงท่ีไม่เป็นไปตามข้อความท่ีจะพิสูจน์ หรอือาจเขียนแผนภาพ

ประกอบ ขัน้ที ่2 เขยีนข้อความให้อยู่ในรปูประโยคตรรกศาสตร์ ขัน้ที ่3 เลอืกวิธีพิสจูน์ โดยพิจารณาจากประโยคตรรกศาสตร์ 

ขั้นที่ 4 เขียนแสดงบทพิสูจน์ โดยเริ่มจากสิ่งที่ก�ำหนดให้ สิ่งที่จะต้องพิสูจน์ พิจารณาความสัมพันธ์ระหว่างสิ่งที่ก�ำหนดให้

กับสิ่งที่จะต้องพิสูจน์ และเขียนบทพิสูจน์โดยใช้เทคนิคการคิดไปข้างหน้า หรือการคิดไปข้างหลัง หรือผสมผสานกัน

	 2. ผลการศกึษาความสามารถในการพิสจูน์ทางคณิตศาสตร์ของนักศกึษาสาขาวชิาคณิตศาสตร์ เรือ่งระบบจ�ำนวน 

โดยใช้รูปแบบการจัดการเรียนรู้การพิสูจน์ทางคณิตศาสตร์ พบว่าคะแนนเฉลี่ยก่อนเรียน เท่ากับ 8.43 (ร้อยละ 33.73) 

การพัฒนารูปแบบการจัดการเรียนรู้การพิสูจน์ทางคณิตศาสตร์
เพื่อพัฒนาความสามารถในการพิสูจน์ทางคณิตศาสตร
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คะแนนเฉลี่ยหลังเรียน เท่ากับ 16.27 (ร้อยละ 65.07) ผลการเปรียบเทียบความสามารถในการพิสูจน์ทางคณิตศาสตร์         

พบว่าคะแนนหลังเรียนสูงกว่าก่อนเรียน อย่างมีนัยส�ำคัญทางสถิติท่ีระดับ .05 และผลการเปรียบเทียบความสามารถ             

ในการพิสูจน์ทางคณิตศาสตร์หลังเรียนกับเกณฑ์ร้อยละ 60 พบว่า คะแนนหลังเรียนสูงกว่าเกณฑ์ร้อยละ 60 อย่างม ี               

นัยส�ำคัญทางสถิติที่ระดับ .05

ค�ำส�ำคัญ : คณิตศาสตร์ การพิสูจน์ รูปแบบการจัดการเรียนรู้

							           ABSTRACT
	 The purposes of this research were to 1) design and develop a Learning model of mathematical proofs 

to improve the ability in writing proofs, and 2) study writing proofs abilities of bachelor student mathematics 

major on number system. The research was divided into three stages; stage 1) design the model by                          

synthesizing theories, related research and analyze the teaching experience of the experts, stage 2) develop 

the model to the high level of appropriateness in order to check the accuracy and appropriateness of the 

model by 3 experts, and stage 3) implement the model, the sample were 30 bachelor students who are in 

mathematics program. The research instruments were 4 lesson plans for 12 hours and data collected by         

writing proof ability test, both of pre- and post-tests. Data was analyzed with statistic methods to find the          

percentage, mean, standard deviation and t-test. 

	 This result of this study revealed that; 

	 1. 	 There are 4 steps in learning mathematical proofs: a) understand the proving statement to, b)                

translate the statement to logical statement, c) choose how to prove and d) write proofs.

	 2. 	 The writing proof abilities of the mathematics students who had learn number system by the learning 

mathematical proofs model had pre- and post-tests average score of 8.43 (33.73%) and 16.27 (65.07%).            

The writing proofs abilities score had post-test higher than pre-test at the .05 level of statistical significance and 

post-test score higher than 60% criteria at the .05 level. 

Keywords: Mathematics Proof Learning Model

บทน�ำ
	 การพัฒนาประเทศสู่ความสมดุลและยั่งยืน จะต้อง

ให้ความส�ำคญักับการส่งเสรมิทนุของประเทศทีม่อียู่ให้เข้ม

แขง็และมพีลงัเพียงพอในการขบัเคลือ่นกระบวนการพัฒนา

ประเทศ โดยเฉพาะการพัฒนาคนหรอืทุนมนุษย์ให้เข้มแขง็ 

พร้อมรบัการเปลีย่นแปลงของโลกยุคศตวรรษที ่21 และการ

เสริมสร้างปัจจัยแวดล้อมท่ีเอื้อต่อการพัฒนาคุณภาพของ

คน ทั้งในเชิงสถาบัน ระบบ โครงสร้างของสังคมให้เข้มแข็ง 

สามารถเป็นภูมิคุ้มกันต่อการเปลี่ยนแปลงต่าง ๆ ที่จะเกิด

ขึน้ในอนาคต (ส�ำนกัปลดักระทรวงศกึษาธิการ, 2554, น.1) 

ซึง่ในพระราชบญัญัตกิารศกึษาแห่งชาต ิพุทธศกัราช 2542 

มีความมุ่งหมายท่ีจะพัฒนาคนไทยให้มีความรู้และทักษะ

ด้านคณิตศาสตร์ วิทยาศาสตร์ เทคโนโลยี ให้เป็นมนุษย์ที่

สมบูรณ์ทั้งร่างกาย จิตใจ สติปัญญา ความรู้ และคุณธรรม

จริยธรรม (ส�ำนักงานคณะกรรมการการศึกษาแห่งชาติ, 

2542, น.12-13) 

	 คณิตศาสตร์มบีทบาทส�ำคญัย่ิงต่อการพัฒนาความ

คิดของมนุษย์ และความเจริญก้าวหน้าของโลก มนุษย์ใช้

คณิตศาสตร ์ เป ็นพ้ืนฐานในการศึกษาวิทยาศาสตร ์

เทคโนโลยี และศาสตร์อื่น ๆ รวมทั้งใช้คณิตศาสตร์เป็น

เครื่องมือในการพัฒนาการคิดท่ีหลากหลาย ท้ังการคิด
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วิเคราะห์ คิดอย่างเป็นเหตุเป็นผล คิดอย่างมีวิจารณญาณ 

และคดิอย่างเป็นระบบและระเบียบแบบแผน ลักษณะการ

คิดดังกล่าวท�ำให้มนุษย์สามารถวิเคราะห์ปัญหาและ

สถานการณ์ คาดการณ์ วางแผน ตัดสินใจ และแก้ปัญหา

ได ้อย ่างมีประสิทธิภาพ (สถาบันส ่งเสริมการสอน

วิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี, 2554, น.1) นอกจากนี ้

คณิตศาสตร์ยังเป็นภาษาและเครือ่งมอืท่ีมปีระสทิธิภาพสงู

ในการน�ำไปอธิบายศาสตร์ต่าง ๆ ได้ชัดเจน มีหลักการท่ี      

ถูกต ้องเป ็นที่ยอมรับโดยท่ัวไป จนอาจกล่าวได ้ว ่า

คณิตศาสตร์เป็นรากฐานที่ส�ำคัญของศาสตร์ทั้งปวง 

(ส�ำนักงานคณะกรรมการการอุดมศึกษา, 2555, น.3)          

การจัดการศึกษาสาขาคณิตศาสตร์ในระดับอุดมศึกษา มี

จดุมุง่หมายเพ่ือให้ผูท่ี้ส�ำเรจ็การศกึษามคีวามรูค้วามเข้าใจ

ในเนื้อหาวิชา และการให้เหตุผลอย่างถูกต้องตามหลัก

คณิตศาสตร์ รวมทั้งมีความสามารถในการสร้างรูปแบบ 

ทางคณิตศาสตร์ เพ่ือเชื่อมโยงและสื่อสารให้เข้าใจปัญหา

ที่เกิดขึ้นในโลกอย่างลึกซึ้ง และสามารถน�ำความรู้และ

เครือ่งมอืทางคณิตศาสตร์ไปประยุกต์แก้ปัญหา (ส�ำนกังาน

คณะกรรมการการอุดมศึกษา, 2555, น.3) 

	 การพิสูจน์ทางคณิตศาสตร์ถือว่าเป็นหัวใจส�ำคัญ       

ในการเรียนรู้คณิตศาสตร์ ดังที่ Hersh (1993, p.392) ได้

กล่าวว่า   นักคณิตศาสตร์ให้ความสนใจต่อการพิสูจน์

มากกว่าคุณค่าของผลลัพธ์ และถือว่าการพิสูจน์เป็น              

สิ่งจ�ำเป็นจะละเว้นเสียมิได้ สอดคล้องกับ Markel (1994, 

pp. 291-295) ที่กล่าวว่าการพิสูจน์เป็นหัวใจส�ำคัญของ

คณิตศาสตร์ การสร้างทฤษฎีบท และการพิสูจน์ทฤษฎีบท 

เป็นหน้าที่ของนักคณิตศาสตร์ ส่วน Solow (2002, p.1) 

กล่าวถงึ จดุมุง่หมายท่ีส�ำคญัอย่างหน่ึงของนักคณิตศาสตร์ 

ก็คือ การค้นหาความจรงิทางคณิตศาสตร์ และสือ่สารความ

จริงนั้นผ่านบทพิสูจน์ด้วยภาษาคณิตศาสตร์ เนื่องจาก

ภาษาคณิตศาสตร์มคีวามส�ำคญัอย่างหน่ึงคอื ความถูกต้อง

แม่นย�ำ  บทพิสูจน์ที่ดีควรจะถูกน�ำเสนออย่างเป็นขั้น            

เป็นตอน นอกจากนี้ Saeed (1997, pp. 4300-A) ยังได้

กล่าวว่า ความสามารถในการพิสูจน์ และความเข้าใจใน

ธรรมชาติของการพิสูจน์ทางคณิตศาสตร์ รวมทั้งเทคนิควิธี

ในการพิสูจน์เป็นองค์ประกอบในการวิเคราะห์ท่ีส�ำคัญใน

การเรียนการสอนคณิตศาสตร์ 

	 การจัดการเรียนการสอนคณิตศาสตร์ในระดับ

อุดมศึกษานักศึกษาจะต้องท�ำความเข้าใจ วิเคราะห์และ

สามารถแสดงการพิสูจน์ทฤษฎีทางคณิตศาสตร์ แสดง

ความคิดเห็นและเขียนแสดงการพิสูจน์เองได้ อีกท้ังต้อง

เข้าใจและเห็นคุณค่าของการพิสูจน์ด้วย ถึงกระนั้นก็ตาม 

ยังคงมนัีกศึกษาจ�ำนวนมากท่ีมปัีญหาในการอ่านและเขียน

การพิสูจน์ หลายคนมีความคิดรวบยอดที่ผิดเก่ียวกับ           

การพิสูจน์และเทคนิคในการพิสูจน์ ซึ่งเป็นส่ิงขัดขวาง      

ความสามารถในการเขยีนการพิสจูน์ของนักศึกษา (Saeed,  

1997, pp.4300-A ; อ้างถึงใน วัชระ น้อยมี, 2551, น.3)       

ถึงแม้ว่าในช่วงเวลาท่ีผ่านมาเรื่องการให้เหตุผลและการ

พิสูจน์จะได้รับความสนใจเพ่ิมมากข้ึน (Hanna and           

deVilliers,  2008; NCTM,  2000, 2009, p.45) แต่ผลการ

วิจยัพบว่าปัญหาของนักเรยีนและการรบัรูใ้นการให้เหตผุล

แบบนิรนัยและข้อจ�ำกัดของความเข้าใจเรื่องการพิสูจน์ว่า

เป็นสิ่งที่ไม่สามารถประสบความส�ำเร็จได้ง่าย (Harel and 

L. Solow, 2007; Healy and Hoyles, 2000, p.98) จึง          

ไม่เป็นทีน่่าแปลกใจเก่ียวกับปัญหาหลายอย่างของนักเรยีน

ในเรื่องการพัฒนาความสามารถเก่ียวกับการพิสูจน์

เก่ียวข้องกับความเข้าใจของครูเก่ียวกับธรรมชาติของ          

การพิสูจน์และบทบาทของการพิสูจน์ในคณิตศาสตร์  

(Dreyfus,1999; Harel and Rabin, 2010; Jahnke, 2007, 

p.25) การพิสูจน์ทางคณิตศาสตร์นั้นถือได้ว่าเป็นเรื่องยาก

ส�ำหรับผู ้เรียนจ�ำนวนไม่น้อย นักศึกษามีปัญหาในการ          

เริ่มต้นการพิสูจน์ ท้ังยังไม่เห็นความส�ำคัญของการพิสูจน์

และคิดว่าการพิสูจน์เป็นเรื่องยากและน่าเบื่อ (ขจรศร ี       

วรรณสถิต, 2544, น.2) นอกจากน้ี Moore (1990, pp.      

137-144) ได้กล่าวว่าในการเรียนวิชาที่เน้นการพิสูจน ์

นักศึกษามักประสบปัญหาในการอ่านและเขียนการพิสูจน์ 

ซึง่สาเหตทุีท่�ำให้นักศกึษาประสบปัญหาในการพิสจูน์ ได้แก่ 

นักศึกษาไม่ทราบนิยาม น่ันคือ เขาไม่สามารถเขียน               

บทนิยามได้นักศึกษามีความรู้ความเข้าใจเชิงสหัชญาณ 

(Intuitive) ในความคิดรวบยอดทางคณิตศาสตร์น้อย          

ภาพของความคิดรวบยอด (Concept   Image) ของ

นักศึกษามีไม่เพียงพอในการเขียนการพิสูจน์นักศึกษาไม่มี

ความสามารถในการคิดหรือไม่มีความตั้งใจในการคิดและ
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ใช้ตัวอย่างเพ่ือช่วยในการพิสูจน์นักศึกษาไม่ทราบว่าจะใช้

บทนิยามในการแสดงให้เห็นโครงสร้างการพิสูจน์อย่างไร

นักศึกษาไม่เข้าใจไม่สามารถใช้ภาษาและสัญลักษณ ์        

ทางคณิตศาสตร์นักศึกษาไม่ทราบว่าจะเริ่มต้นการพิสูจน์

อย่างไร

	 จากท่ีกล่าวมาข้างต้นผู้วิจัยจึงมีความสนใจที่จะ

ท�ำการวิจัยเรื่อง การพัฒนารูปแบบการจัดการเรียนรู้การ

พิสูจน์ทางคณิตศาสตร์เพ่ือพัฒนาความสามารถในการ

พิสูจน์ทางคณิตศาสตร์

วัตถุประสงค์ของการวิจัย
	 1. 	 เพ่ือสร้างและพัฒนารูปแบบการจัดการเรียนรู้

การพิสจูน์ทางคณิตศาสตร์เพ่ือพัฒนาความสามารถในการ

พิสูจน์ของนักศึกษาสาขาวิชาคณิตศาสตร์

	 2. 	 เพ่ือศึกษาความสามารถในการพิสูจน์ของ

นกัศกึษาสาขาวิชาคณิตศาสตร์ เรือ่ง ระบบจ�ำนวนจรงิ โดย

ใช้รปูแบบการจดัการเรยีนรูก้ารพิสจูน์ทางคณิตศาสตร์ ดงัน้ี

	 	 2.1 	 เปรียบเทียบความสามารถในการพิสูจน์

ทางคณิตศาสตร์ของนักศึกษาสาขาวิชาคณิตศาสตร์ เร่ือง 

ระบบจ�ำนวน โดยใช้รปูแบบการจดัการเรยีนรูก้ารพิสจูน์ทาง

คณิตศาสตร์ระหว่างก่อนเรียนและหลังเรียน

	 	 2.2 	 เปรียบเทียบความสามารถในการพิสูจน์

ทางคณิตศาสตร์ของนักศึกษาสาขาวิชาคณิตศาสตร์ เร่ือง 

ระบบจ�ำนวน โดยใช้รปูแบบการจดัการเรยีนรูก้ารพิสจูน์ทาง

คณิตศาสตร์ระหว่างหลังเรียนกับเกณฑ์ร้อยละ 60

วิธีด�ำเนินการวิจัย
	 การวจิยัครัง้นีใ้ช้ระเบยีบการวิจยัเชงิพัฒนา โดยแบ่ง

การวิจัยเป็น 3 ระยะ ดังนี้

	 ระยะที ่1 การสร้างรปูแบบการจดัการเรยีนรูก้าร

พิสูจน์ทางคณิตศาสตร์

	 การสร้างรูปแบบการจัดการเรียนรู้การพิสูจน์ทาง

คณิตศาสตร์ มีขั้นตอนการด�ำเนินการดังนี้

	 1.	 ศึกษาแนวคิด ทฤษฎี เกี่ยวกับการจัดการเรียน

รู้คณิตศาสตร์ และการพิสูจน์ทางคณิตศาสตร์จากเอกสาร

และงานวิจัยที่เกี่ยวข้อง

	 2.	 สัมภาษณ์เชิงลึกเก่ียวกับการจัดการเรียนรู้การ

พิสูจน์ทางคณิตศาสตร์ของอาจารย์มหาวิทยาลัยที่มี

ประสบการณ์และความเชีย่วชาญในการสอนการพิสจูน์ทาง

คณิตศาสตร์ โดยมีรายละเอียด ดังนี้

	 	 2.1	 ประเด็นทีศ่กึษา ได้แก่ ขัน้ตอนการจดัการ

เรยีนรูแ้ละเทคนคิทีใ่ช้ในจดัการเรยีนการสอนการพิสจูน์ทาง

คณิตศาสตร์ส�ำหรับนักศึกษาระดับปริญญาตรีสาขาวิชา

คณิตศาสตร์

	 	 2.2	 กลุม่เป้าหมาย ได้แก่ อาจารย์มหาวิทยาลยั

ที่มีประสบการณ์ในการสอนการพิสูจน์ทางคณิตศาสตร ์       

ไม่น้อยกว่า 10 ปี และมีต�ำแหน่งทางวิชาการไม่ต�่ำกว่า            

ผู้ช่วยศาสตราจารย์ จ�ำนวน 3 ท่าน 

	 	 2.3 	 เครื่องมือที่ใช้ในการวิจัย ได้แก่ แบบ

สัมภาษณ์เชิงลึกเก่ียวกับข้ันตอนการจัดการเรียนรู ้และ

เทคนิคท่ีใช ้ในจัดการเรียนการสอนการพิสูจน ์ทาง

คณิตศาสตร์ส�ำหรับนักศึกษาระดับปริญญาตรีสาขาวิชา

คณิตศาสตร์ 

	 	 2.4 	 เก็บรวบรวมข้อมูลโดยใช้การสัมภาษณ์

เชิงลึก และบันทึกเทประหว่างการสัมภาษณ์

	 	 2.5 	 วิเคราะห์ข้อมลูโดยใช้การถอดโปรโตคอล 

และน�ำมาสังเคราะห์ข้ันตอนการจัดการเรียนรู้การพิสูจน์

ทางคณิตศาสตร์

	 3. 	 สร้างรูปแบบการจัดการเรียนรู้การพิสูจน์ทาง

คณิตศาสตร์ โดยสังเคราะห์มาจากแนวคิดทฤษฎีเก่ียวกับ

การจัดการเรียนรู ้คณิตศาสตร ์และการพิสูจน ์ทาง

คณิตศาสตร์ และผลการวิเคราะห์ขั้นตอนการสอนการ

พิสูจน์ทางคณิตศาสตร์ของผู้ทรงคุณวุฒิทั้ง 3 ท่าน

	 ระยะท่ี 2 การพัฒนารูปแบบการจัดการเรียนรู้

การพิสูจน์ทางคณิตศาสตร์

	 การพัฒนารูปแบบการจัดการเรียนรู้การพิสูจน์ทาง

คณิตศาสตร์ มีขั้นตอนการด�ำเนินการดังนี้

	 1. 	 น�ำรูปแบบการจัดการเรียนรู ้การพิสูจน์ทาง

คณิตศาสตร์ท่ีผู้วิจัยสร้างขึ้นให้เชี่ยวชาญ ตรวจสอบความ

ถูกต้อง ความเหมาะสม และความเป็นไปได้

	 	 1.1 	 ประเด็นท่ีศึกษา ได้แก่ ปรับปรุงรูปแบบ

การจัดการเรียนรู้การพิสูจน์ทางคณิตศาสตร์
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	 	 1.2 	 กลุม่เป้าหมาย ได้แก่ อาจารย์มหาวิทยาลยั

ที่มีประสบการณ์ในการสอนการพิสูจน์ทางคณิตศาสตร ์          

3 ด้าน ๆ ละ 1 ท่าน ได้แก่ ผู้เชี่ยวชาญด้านคณิตศาสตร์  

ด้านคณิตศาสตร์ศึกษา และด้านหลักสูตรและการสอน       

โดยแต่ละท่านมผีลงานทางวิชาการระดบัรองศาสตราจารย์

ขึ้นไป

	 	 1.3 	 เครื่องมือที่ใช้ในการวิจัย ได้แก่ รูปแบบ

การจัดการเรียนรู้การพิสูจน์ทางคณิตศาสตร์ และแบบ

ประเมินรูปแบบการจัดการเรียนรู้ เป็นแบบประเมินระดับ

ความเหมาะสม 5 ระดับ

	 	 1.4 	 เก็บรวบรวมข้อมูลโดยใช้การสัมภาษณ์

เชิงลึก และบันทึกเทประหว่างการสัมภาษณ์

	 	 1.5	  วิเคราะห์ข้อมูลโดยหาค่าเฉลี่ย และส่วน

เบี่ยงเบนมาตรฐาน

	 2. 	 น�ำรูปแบบการจัดการเรียนรู้การพิสูจน์ทาง

คณิตศาสตร์มาปรับปรุงตามข้อเสนอแนะของผู้เชี่ยวชาญ

	 ระยะท่ี 3 การทดลองใช้รปูแบบการจดัการเรยีน

รู้การพิสูจน์ทางคณิตศาสตร์

	 การทดลองใช้รูปแบบการจัดการเรียนรู้การพิสูจน์

ทางคณิตศาสตร์ ผู้วิจัยได้ด�ำเนินการดังนี้

	 1.	 การวจิยัครัง้น้ีก�ำหนดแผนแบบการวิจยัก่อนการ

ทดลอง (Pre-experimental research) โดยมีรูปแบบการ

ทดลอง 1 กลุ่มเปรียบเทียบก่อนและหลังการทดลอง (One 

group pretest posttest design) 

	 2. 	 กลุ ่มตัวอย ่าง ได ้แก ่  นักศึกษาสาขาวิชา

คณิตศาสตร์ ชั้นปีที่ 1 มหาวิทยาลัย   ราชภัฏนครราชสีมา 

ที่ลงทะเบียนเรียนวิชาหลักการคณิตศาสตร์ ภาคเรียนที่ 1 

ปีการศกึษา 2559 จ�ำนวน 30 คน ทีไ่ด้มาโดยการเลอืกแบบ

เจาะจง (Purposive sampling)

	 3. 	 เครือ่งมอืทีใ่ช้ในการวิจยั ได้แก่ เครือ่งมอืทีใ่ช้ใน

การทดลอง และเครือ่งมอืท่ีใช้ในการเก็บรวบรวมข้อมลู โดย

มีรายละเอียดดังนี้

	 	 3.1 	 เคร่ืองมือท่ีใช ้ในการทดลอง ได ้แก ่ 

แผนการจัดการเรียนรู้โดยใช้รูปแบบการจัดการเรียนรู้การ

พิสูจน์ทางคณิตศาสตร์ เรื่อง วิธีพิสูจน์ทางคณิตศาสตร ์

จ�ำนวน 4 แผน ๆ ละ 3 คาบ รวม 12 คาบ 

	 	 3.2 	 เครื่องมือที่ใช้ในการเก็บรวบรวมข้อมูล 

ได้แก่ แบบวัดความสามารถในการพิสูจน์ทางคณิตศาสตร์ 

เป็นข้อทดสอบแบบอตันยัจ�ำนวน 5 ข้อ หาค่าความยากง่าย

และอ�ำนาจจ�ำแนกโดยใช้วิธีของ Whitney และ Sabers โดย

มีค่าความยากง่ายระหว่าง ระหว่าง 0.38 - 0.75 ค่าอ�ำนาจ

จ�ำแนกตั้งแต่ 0.47 - 0.78 และหาค่าความเชื่อมั่นโดยการ

หาค่าสัมประสิทธ์ิแอลฟาของ Cronbach ซึ่งมีค่าความ       

เชื่อมั่น เท่ากับ 0.84

	 4. 	 การวเิคราะห์ข้อมลู การศกึษาความสามารถใน

การพิสูจน์ของนักศึกษาสาขาวิชาคณิตศาสตร์ เรื่อง ระบบ

จ�ำนวน โดยใช้รูปแบบการจัดการเรียนรู ้การพิสูจน์ทาง

คณิตศาสตร์ ใช้สถิติในการวิเคราะห์ข้อมูลได้แก่ ร้อยละ       

ค่าเฉล่ียเลขคณิต ส่วนเบี่ยงเบนมาตรฐาน และสถิติที   

(t-test)

	

สรุปผลการวิจัย
	 ผลการวิจัยพบว่า 

	 1.	 รูปแบบการจัดการเรียนรู ้การพิสูจน ์ทาง

คณิตศาสตร์ มี 4 ขั้นตอน ดังนี้

	 ขั้นที่ 1 ท�ำความเข้าใจข้อความที่จะพิสูจน์ ดังนี้

	 	 1.1 	 ยกตัวอย่างสิ่งท่ีเป็นไปตามข้อความที่จะ

พิสูจน์

	 	 1.2 	 หาตัวอย่างส่ิงท่ีไม่เป็นไปตามข้อความท่ี

จะพิสูจน์ ถ้ามีไม่ต้องพิสูจน์ โดยเป็นการยกตัวอย่างค้าน 

(Disproof by counter example)

	 	 1.3 	 อาจใช้การเขียนแผนภาพประกอบ

	 ขั้นที่ 2 เขียนประโยคให้อยู่ในรูปประโยคศาสตร์

	 ขั้นที่ 3 เลือกวิธีพิสูจน์ โดยพิจารณาจากโครงสร้าง

ประโยคตรรกศาสตร์

	 ขั้นที่ 4 เขียนแสดงบทพิสูจน์ ดังนี้

	 	 4.1 	 แสดงสิ่งที่ก�ำหนดให้

	 	 4.2 	 แสดงสิ่งที่จะต้องพิสูจน์

	 	 4.3 	 พิจารณาความสัมพันธ ์ระหว ่างสิ่ง ท่ี

ก�ำหนดให้กับสิ่งที่จะต้องพิสูจน์

	 	 4.4 	 อาจใช้เทคนคิกระบวนการคิดไปข้างหน้า 

(The forward process) หรือกระบวนการคิดไปข้างหลัง 

(The backward process)
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	 ผลการประเมนิความเหมาะสมขององค์ประกอบของ

รูปแบบในภาพรวมอยู่ในระดับเหมาะสมมาก (X = 4.33, 

S.D. = 0.48) 

	 ข้อที่มีความเหมาะสมในระดับมากท่ีสุด ได้แก ่           

1) ขั้นตอนการจัดการเรียนรู้ตามรูปแบบมีความสอดคล้อง

กับทฤษฎีและแนวคิดพ้ืนฐานของการจัดการเรียนรู้และ    

การสัมภาษณ์ถอดประสบการณ์สอนการพิสูจน์ทาง

คณติศาสตรข์องผูท้รงคณุวฒุิทางคณติศาสตร ์(X  =  4.67, 

S.D. = 0.58) 2) ขั้นตอนเลือกวิธีพิสูจน์โดยพิจารณาจาก

โครงสร้างประโยคตรรกวิทยามีความเหมาะสม (X  = 4.67, 

S.D. = 0.58) 3) ขั้นตอนการจัดการเรียนรู้สามารถท�ำให้            

ผู้เรียนบรรลุจุดมุ่งหมายได้ ( X = 4.67, S.D. = 0.58) และ 

4) ผลท่ีคาดว่าจะได้รับมีความเหมาะสม (X   = 4.67,            

S.D. = 0.58) 

	 ข้อที่มีความเหมาะสมมาก ได้แก่ หลักการของ            

รปูแบบมคีวามสอดคล้องกับทฤษฎีและแนวคดิพ้ืนฐานของ

การจัดการเรียนรู ้และการสัมภาษณ์ถอดประสบการณ์       

สอนการพิสูจน์ทางคณิตศาสตร์ของผู ้ทรงคุณวุฒิทาง

คณิตศาสตร์ (X  = 4.33, S.D. = 0.58)  2) ขั้นเขียนประโยค

ให้อยู่ในรูปตรรกวิทยามีความเหมาะสมมาก (X  = 4.33, 

S.D. = 0.58)  3) ขั้นเขียนแสดงบทพิสูจน์มีความเหมาะสม

ที่จะท�ำให้ผู้เรียนสามารถเขียนบทพิสูจน์ได้ (X = 4.33,       

S.D. = 0.58) 4) การน�ำรูปแบบไปใช้มีความเหมาะสม              

รูปแบบการจัดการเรียนรู้การพิสูจน์ทางคณิตศาสตร์เขียนเป็นแผนภาพได้ ดังนี้

ขั้นที่ 1 ท�ำความเข้าใจข้อความที่จะพิสูจน์

ขั้นที่ 2 เขียนประโยคให้อยู่ในรูปประโยคศาสตร์

ขั้นที่ 3 เลือกวิธีพิสูจน์ โดยพิจารณาจากโครงสร้างประโยคตรรกศาสตร์

ขั้นที่ 4 เขียนแสดงบทพิสูจน์

(X  = 4.33, S.D. = 0.58) 5) ขั้นท�ำความเข้าใจในข้อความ

ทางคณิตศาสตร์ที่จะพิสูจน์มีความเหมาะสมที่จ�ำท�ำให ้          

ผู้เรียนเข้าใจข้อความเป็นอย่างดี (X  = 4.00, S.D. = 0.00) 

และ 6) การวัดและประเมินผลการเรียนรู้สอดคล้องกับ         

จุดมุ่งหมาย (X  = 4.00, S.D. = 0.00)

	 2. 	 ผลการศึกษาความสามารถในการพิสูจน์ทาง

คณิตศาสตร์ของนักศกึษาสาขาวิชาคณิตศาสตร์ เรือ่ง ระบบ

จ�ำนวน พบว่า

	 	 2.1 	 คะแนนเฉลี่ยก่อนเรียน เท่ากับ 8.43                

(ร้อยละ 33.73) คะแนนเฉล่ียหลังเรียน เท่ากับ 16.27          

(ร้อยละ 65.07) 

	 	 2.2 	 ผลการเปรียบเทียบความสามารถในการ

พิสูจน์ของนักศึกษาสาขาวิชาคณิตศาสตร์ วิชาหลักการ

คณิตศาสตร์ เรื่อง ระบบจ�ำนวนจริง โดยใช้รูปแบบการ

จัดการเรียนรู้การพิสูจน์ทางคณิตศาสตร์ พบว่าหลังเรียน          

สูงกว่าก่อนเรียน อย่างมีนัยส�ำคัญทางสถิติที่ระดับ .05

	 	 2.3 	 ผลการเปรียบเทียบความสามารถในการ

พิสูจน์ของนักศึกษาสาขาวิชาคณิตศาสตร์ วิชาหลักการ

คณิตศาสตร์ เรื่อง ระบบจ�ำนวนจริง โดยใช้รูปแบบการ

จัดการเรียนรู้การพิสูจน์ทางคณิตศาสตร์ พบว่าหลังเรียน      

สูงกว่าเกณฑ์ร้อยละ 60 อย่างมีนัยส�ำคัญทางสถิติท่ี          

ระดับ .05
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อภิปรายผล
	 จากผลการวิจยั เรือ่ง การพัฒนารปูแบบการจดัการ

เรยีนรูก้ารพิสจูน์ทางคณิตศาสตร์เพ่ือพัฒนาความสามารถ

ในการพิสูจน์ทางคณิตศาสตร์ สามารถอภิปรายผลได้ ดังนี้  

	 1.  รูปแบบการจัดการเ รียนรู ้การพิสูจน ์ทาง

คณิตศาสตร์ มี 4 ขั้นตอน ได้แก่ ขั้นที่ 1 ท�ำความเข้าใจ

ข้อความที่จะพิสูจน์ ขั้นที่  2 เขียนประโยคให้อยู ่ใน                        

รูปประโยคศาสตร์ ขั้นที่ 3 เลือกวิธีพิสูจน์ โดยพิจารณา         

จากโครงสร้างประโยคตรรกศาสตร์ และขั้นที่ 4 เขียนแสดง

บทพิสูจน ์  ซึ่ งผลการประเมินความเหมาะสมของ                                

องค์ประกอบของรูปแบบในภาพรวมอยู่ในระดับเหมาะสม

มาก (X   = 4.33) ทั้งน้ีอาจเนื่องมาจากรูปแบบการจัด            

การเรียนรู ้การพิสูจน์ทางคณิตศาสตร์ถูกถอดมาจาก

ประสบการณ์การสอนพิสูจน ์ทางคณิตศาสตร ์ของ                   

ผู ้ทรงคุณวุฒิ โดยแต่ละท่านมีประสบการณ์การสอน                

ไม่น้อยกว่า 10 ปี บางท่านมปีระสบการณ์การสอนมากกว่า 

30 ปี สอดคล้องกับแนวคิดของ Jonassen (1992, pp.       

138-139) ที่กล่าวว่า การสร้างความรู้จะให้ความส�ำคัญกับ

กระบวนการและวิธีการของบุคคลในการสร้างความรู ้       

ความเข้าใจจากประสบการณ์ สอดคล้องกับแนวคิดของ 

Ausubel (1972) ที่กล่าวว่า ผู้เรียนต้องสามารถเชื่อมโยง

ระหว่างมโนทัศน์ใหม่กับมโนทัศน์เดิม ทั้งสามารถแยก       

องค์ประกอบของปัญหา วิเคราะห์ความสัมพันธ์ของสิ่งท่ี

จ�ำเป ็นและจัดระบบความรู ้มาใช ้ในการแก ้ป ัญหา 

สอดคล้องกับข้อเสนอแนะของ Gustafson and Frisk 

(1991, pp.64-65) ท่ีเสนอแนะว่า การพิสูจน์ต้องอ่าน

ทฤษฎีบทอย่างรอบคอบ ท�ำความเข้าใจค�ำแต่ละค�ำ           

เขียนสิ่งท่ีก�ำหนดให้และสิ่งที่ต้องพิสูจน์ และยังสอดคล้อง

กับแนวคิดของ Bittinger (1972, pp.75-79) ที่เสนอเทคนิค

การพิสูจน์ว่า ควรเขียนรูปข้อความที่จะพิสูจน์ให้อยู่ใน          

รูปสัญลักษณ์ ใช้การลองผิดลองถูก ใช้วิธีคิดแบบไปข้าง

หน้าและวิธีคิดแบบย้อนกลับ นอกจากนี้ยังสอดคล้องกับ

งานวิจัยของ Moore (1990) ที่ได้ท�ำการวิจัยเรื่องปัญหาใน

การเรียนการพิสูจน์ทางคณิตศาสตร์ของนักศึกษาระดับ

มหาวิทยาลัย ซึ่งพบว่านักศึกษามีปัญหาเก่ียวกับขั้นตอน

การพิสจูน์ การใช้สญัลกัษณ์ไปสูก่ารพิสจูน์ และการเริม่ต้น

การพิสูจน์  

	 2. ผลการศึกษาความสามารถในการพิสูจน์ทาง

คณิตศาสตร์ของนักศึกษาสาขาวิชาคณิตศาสตร์ เรื่อง   

ระบบจ�ำนวน พบว่าคะแนนเฉล่ียก่อนเรียน เท่ากับ 8.43 

(ร้อยละ 33.73) คะแนนเฉล่ียหลังเรียน เท่ากับ 16.27           

(ร้อยละ 65.07) ผลการเปรียบเทียบความสามารถในการ

พิสจูน์หลงัเรยีนสงูกว่าก่อนเรยีน อย่างมนียัส�ำคญัทางสถิติ

ที่ระดับ .05 และผลการเปรียบเทียบความสามารถในการ

พิสูจน์หลังเรียนสูงกว่าเกณฑ์ร้อยละ 60 อย่างมีนัยส�ำคัญ

ทางสถิติท่ีระดับ .05 ทั้งน้ีอาจเน่ืองมาจากรูปแบบการ

จัดการเรียนรู้การพิสูจน์ทางคณิตศาสตร์มีข้ันตอนท่ีท�ำให้

เกิดความเข้าใจได้ง่าย เพราะรู ้เข้าใจในส่ิงท่ีจะพิสูจน ์       

ทราบสิ่งที่ก�ำหนดให้ สิ่งที่จะต้องพิสูจน์ รูปประโยคอยู่ใน     

รูปประโยคตรรกวิทยา สามารถเลือกวิธีพิสูจน์จากท่ี              

เคยเรียนมาแล้วได้อย่างถูกต้อง และสามารถใช้เทคนิค       

การพิสจูน์ช่วยในการเขยีนบทพิสจูน์ได้ สอดคล้องกับ ยุพิน 

พิพิธกุล (2545, น.11-12) ท่ีกล่าวว่า หลักการจัดการ          

เรียนรู้คณิตศาสตร์ ควรเริ่มจากเรื่องง่ายไปสู่ยาก เปลี่ยน

จากรูปธรรมไปสู ่นามธรรม ค�ำนึงประสบการณ์เดิม 

สอดคล้องกับ พรรณทิพย์ ม้ามณี (2520) ที่กล่าวว่า อ่าน

ข้อความให้ละเอียดและแยกแยะสิ่งที่ก�ำหนดให้ และสิ่งที่

ต ้องการพิสูจน์ รูปท่ีเขียนพยายามให้ชัดเจนเพ่ือง่าย               

แก่การพิสูจน์ เลือกวิธีการท่ีเหมาะ เขียนให้ง่าย ส้ัน และ

ชัดเจน นอกจากน้ียังสอดคล้องกับงานวิจัยของ จ�ำเริญ                           

อนันตธรรมรส (2553) ที่ใช้โมเดลเฟสเมท็อดคอมบิเนชัน      

ในการจัดกิจการการเรียนรู้คณิตศาสตร์ที่มีผลความคิด       

ทางเรขาคณิตและความสามารถในการเขียนพิสูจน์

ข้อเสนอแนะ
	 1.  	ข้อเสนอแนะเพื่อน�ำผลการวิจัยไปใช้

	 	 1.1	 การน�ำรปูแบบการจดัการเรยีนรูก้ารพิสจูน์

ทางคณิตศาสตร์ไปใช้ผู้สอนควรท�ำความเข้าใจเก่ียวกับ       

ขัน้ตอนการจดัการเรยีนรูท้ั้ง 4 ขัน้ตอน และวางแผนการสอน

ล่วงหน้า

	 	 1.2	 การน�ำรปูแบบการจดัการเรยีนรูก้ารพิสจูน์

ทางคณิตศาสตร์ไปใช้ผู้สอนจะต้องตรวจสอบว่านักศึกษา 

มีพื้นฐานเกี่ยวกับวิธีพิสูจน์มาก่อน
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	 	 1.3	 การน�ำรปูแบบการจดัการเรยีนรูก้ารพิสจูน์

ทางคณติศาสตร์ไปใช้ในระยะแรกๆ ผูส้อนจะต้องแสดงตาม

ขั้นตอนทั้ง 4 ขั้นตอน เพื่อให้นักศึกษาเกิดความเข้าใจและ

สรุปว่าส่วนใดเป็นบทพิสูจน์ที่แสดง

	 	 1.4	 ควรน�ำรปูแบบการจดัการเรยีนรูก้ารพิสจูน์

ทางคณิตศาสตร์ไปใช้กับเนื้อหาอื่นที่เกี่ยวกับการพิสูจน์

	 2.	 ข้อเสนอแนะในการวิจัยครั้งต่อไป

	 	 2.1	 ควรมีการพัฒนารูปแบบการจัดการ        

เรียนรู้การพิสูจน์ทางคณิตศาสตร์โดยมีการศึกษาความ

สามารถด้านอื่นๆ เพิ่มเติม เช่น การให้เหตุผล การเชื่อมโยง

	 	 2.2	 ควรมีการพัฒนารูปแบบการจัดการ         

เรียนรู้การพิสูจน์ทางคณิตศาสตร์โดยใช้ระเบียบวิธีวิจัย                      

เชิงคุณภาพเพื่อศึกษากระบวนการสร้างความรู้ของผู้เรียน
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