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							           ABSTRACT
	 The research aimed to study a necessary factor of teacher’s knowledge for management of teaching 

and learning mathematical proof of university mathematics instructors by using the research and development. 

The research was divided into three stages which were stage1) the study of factors concerning mathematical 

proof learning management by synthesizing theories and related research, stage 2) the development factors 

of teacher’s knowledge for teaching and learning mathematical proof by using means of a focus group which 

consisted of 3 groups of participates: (1) mathematics instructor, (2) mathematics educators, and (3) students 

who had enrolled the mathematical proof. These participants were selected by using the special criteria and 

voluntarily participated and stage 3)the confirmation of 3 developed factors obtained from the stage 2, namely, 

mathematical content knowledge, pedagogical knowledge, and knowledge of learners cognition in                            

mathematics. These factors were used to construct a rating-scale questionnaire with 56 items and were                

administered to 260 mathematics instructors who taught the mathematical proof. The data were analyzed by 

using the confirmatory factor analysis.

     	 The majorfindings of the research revealed that 3 main factors for mathematical proof instruction were 

pedagogical knowledge, which consisted of curricular knowledge, instructional knowledge, and measurement 

and evaluation knowledge. Mathematical content knowledge consisted of common content knowledge,               

specialized content knowledge, and knowledge at the mathematical horizon. Also, knowledge of                                  

learners’cognition in mathematics consisted of representations concept of mathematical proof, and                              

constructing and understanding of mathematical concepts.
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							            บทคัดย่อ
	 การวิจัยคร้ังนี้มีวัตถุประสงค์เพ่ือศึกษาองค์ประกอบของความรู้ท่ีจ�ำเป็นในการจัดการเรียนรู้เรื่องการพิสูจน์ทาง

คณิตศาสตร์ของอาจารย์ระดับมหาวิทยาลัย โดยใช้การวิจัยเชิงพัฒนา การวิจัยแบ่งออกเป็น 3 ระยะ ระยะท่ี 1 ศึกษา          

องค์ประกอบของความรูข้องอาจารย์ในการจดัการเรยีนรูเ้รือ่งการพิสจูน์ทางคณิตศาสตร์ โดยการสงัเคราะห์แนวคดิ ทฤษฎี 

จากเอกสาร ต�ำรา และงานวิจัยท่ีเก่ียวข้อง ระยะท่ี 2 พัฒนาองค์ประกอบของความรู้ของอาจารย์ในการจัดการเรียนรู้             

เรื่องการพิสูจน์ โดยการสนทนากลุ่มและใช้วิธีฉันทามติแบบพหุลักษณะ ผู้เข้าร่วมสนทนากลุ่มประกอบด้วยผู้ทรงคุณวุฒิ

ทางคณิตศาสตร์ จ�ำนวน 4 ท่าน ผู้ทรงคุณวุฒิทางคณิตศาสตรศึกษา จ�ำนวน 3 ท่าน และนักศึกษาวิชาเอกคณิตศาสตร์       

ที่เคยศึกษาเรื่องการพิสูจน์ทางคณิตศาสตร์ จ�ำนวน 5 ท่าน และระยะที่ 3 การยืนยันองค์ประกอบของความรู้ของอาจารย์

ในการจัดการเรียนรู้เร่ืองการพิสูจน์ทางคณิตศาสตร์ ท่ีได้จากระยะท่ี 2 เครื่องมือท่ีใช้ในการวิจัยคือ แบบสอบถาม                       

องค์ประกอบของความรู้ของอาจารย์ในการจัดการเรียนรู้เรื่องการพิสูจน์ทางคณิตศาสตร์ โดยน�ำแบบสอบถามซึ่งประกอบ

ด้วย 3 องค์ประกอบหลกั คอื ความรูด้้านเนือ้หา ความรูด้้านการจดัการเรยีนรู ้และความรูด้้านการเรยีนรูข้องผูเ้รยีน มทีัง้หมด 

56 ข้อ ไปทดสอบกับอาจารย์ที่สอนการพิสูจน์ทางคณิตศาสตร์ ในมหาวิทยาลัยราชภัฏ จ�ำนวน 260 คน ที่ได้จากการสุ่ม

แบบแบ่งชั้นในภาคเรียนที่ 2 ปีการศึกษา 2556 แล้วน�ำผลที่ได้ไปวิเคราะห์องค์ประกอบเชิงยืนยัน (Confirmatory Factor 

Analysis)

	 ผลการวิจัยพบว่า องค์ประกอบหลักท่ีจ�ำเป็นในการในการจัดการเรียนรู้เรื่องการพิสูจน์ทางคณิตศาสตร์ได้แก่          

ความรู้ด้านการจัดการเรียนรู้ ประกอบด้วยองค์ประกอบรอง ได้แก่ ความรู้ในหลักสูตรคณิตศาสตร์ ความรู้ในการจัด               

การเรยีนการสอนคณิตศาสตร์ และความรูใ้นการวัดผลและประเมนิผลการเรยีนรูค้ณิตศาสตร์ ความรูด้้านเนือ้หา ประกอบ

ด้วยองค์ประกอบรอง ได้แก่ ความรู้ในเน้ือหาร่วม ความรู้ในเน้ือหาเฉพาะ และความรู้ในขอบข่ายทางคณิตศาสตร์ และ 

ความรู้ด้านการเรียนรู้ของผู้เรียน ประกอบด้วยองค์ประกอบรอง ได้แก่ ความรู้ในการแสดงมโนทัศน์การพิสูจน์ทาง

คณิตศาสตร์ และความรู้ในการสร้างมโนทัศน์

ค�ำส�ำคัญ : ความรู้ของอาจารย์ การจัดการเรียนรู้ การพิสูจน์ทางคณิตศาสตร์

บทน�ำ
	 พระราชบัญญัติการศึกษาแห่งชาติ พุทธศักราช 

2542 มีความมุ่งหมายที่จะพัฒนาคนไทยให้มีความรู้และ

ทักษะด้านคณิตศาสตร์ วิทยาศาสตร์ เทคโนโลยี ให้เป็น

มนุษย์ที่สมบูรณ์ทั้งร่างกาย จิตใจ สติปัญญา ความรู้ และ

คุณธรรมจริยธรรม (ส�ำนักงานคณะกรรมการการศึกษา     

แห่งชาติ. 2542 : 12-13) คณิตศาสตร์มีบทบาทส�ำคัญยิ่ง

ต่อการพัฒนาความคดิของมนุษย์ และความเจรญิก้าวหน้า

ของโลก มนุษย ์ใช ้คณิตศาสตร ์ เป ็นพ้ืนฐานในการ

ศึกษาวิทยาศาสตร์ เทคโนโลยี และศาสตร์อื่นๆ รวมทั้งใช้

คณิตศาสตร์เป็นเครือ่งมอืในการพัฒนาการคดิทีห่ลากหลาย 

ทั้งการคิดวิเคราะห์ คิดอย่างเป็นเหตุเป็นผล คิดอย่างมี

วิจารณญาณ และคดิอย่างเป็นระบบและระเบยีบแบบแผน 

ลักษณะการคิดดังกล่าวท�ำให้มนุษย์สามารถวิเคราะห์

ปัญหาและสถานการณ์ คาดการณ์ วางแผน ตัดสินใจ และ

แก้ปัญหาได้อย่างมปีระสทิธิภาพ (สถาบนัส่งเสรมิการสอน

วิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี. 2554 : 1) 

     	 การพิสูจน์ทางคณติศาสตร์ถือว่าเป็นหัวใจส�ำคัญใน

การเรียนรู ้คณิตศาสตร์ ดังที่  Hersh (1993 : 392)                            

ได้กล่าวว่านักคณิตศาสตร์ให้ความสนใจต่อการพิสูจน์

มากกว่าคุณค่าของผลลัพธ์ และถือว่าการพิสูจน์เป็น              

สิ่งจ�ำเป็นจะละเว้นเสียมิได้ สอดคล้องกับ Markel (1994 : 

291-295) ท่ีกล่าวว่าการพิสูจน์เป็นหัวใจส�ำคัญของ

คณิตศาสตร์ การสร้างทฤษฎีบท และการพิสูจน์ทฤษฎีบท 

เป็นหน้าท่ีของนักคณิตศาสตร์ ส่วน Solow (2002 : 1)       

กล่าวถึง จดุมุง่หมายท่ีส�ำคัญอย่างหน่ึงของนักคณติศาสตร์ 

ก็คือ การค้นหาความจรงิทางคณติศาสตร์ และส่ือสารความ

จรงินัน้ผ่านบทพิสจูน์ด้วยภาษาคณิตศาสตร์ แต่ผลการวิจยั

พบว่าความเข้าใจเรื่องการพิสูจน์นั้นเป็นเรื่องยากส�ำหรับ       
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ผู้เรียน Fennema และ Franke  (1992 : 162) กล่าวว่า          

ครูจึงเป็นบุคคลส�ำคัญและความรู้ของครูมีอิทธิพลต่อ

โอกาสการเรียนรู้ของนักเรียน สอดคล้องกับ ประเวศ  วะสี 

(2543 : ก) ที่กล่าวว่า ครูถือเป็นหัวใจส�ำคัญของการปฏิรูป

การเรียนรู้  

     	 ในปี 1985 Shulman ได้เรียกร้องให้เกิดการท�ำวิจัย

เกี่ยวกับความรู้ส�ำหรับการสอนมากขึ้น โดยเขาได้บรรยาย

ผลงานท่ีชื่อว่า “Those who understand: Knowledge 

growth in teaching” ในการประชุมวิชาการประจ�ำปีของ

สมาคมวิจัยทางการศึกษาของประเทศสหรัฐอเมริกา (The 

1985 Annual Meeting of the American Educational 

Research Association) และได้เสนอว่าสิ่งที่ขาดหายไป

จากกระบวนทัศน์ (Missing paradigm) ที่เกี่ยวกับการวิจัย

ทางการศึกษาและการศึกษาเกี่ยวกับการสอน ก็คือความรู้

ของครู

     	 จากท่ีกล่าวมาข้างต้นผู้วิจัยจึงมีความสนใจท่ีจะ

ศึกษาองค์ประกอบของความรู้ของอาจารย์ในการจัดการ

เรียนรู้เรื่องการพิสูจน์ทางคณิตศาสตร์

วัตถุประสงค์ของการวิจัย
	 เพ่ือศึกษาองค์ประกอบของความรู้ท่ีจ�ำเป็นในการ

จัดการเรียนรู้ เรื่องการพิสูจน์ทางคณิตศาสตร์ ของอาจารย์

ระดับมหาวิทยาลัย

วิธีด�ำเนินการวิจัย
	 การวจิยัครัง้นีใ้ช้ระเบยีบการวิจยัเชงิพัฒนา โดยแบ่ง

การวิจัยเป็น 3 ระยะ ดังนี้

	 ระยะที ่1 	ศึกษาองค ์ประกอบของความรู ้ของ

อาจารย์ในการจดัการเรยีนรูเ้รือ่งการพิสจูน์ทางคณิตศาสตร์ 

โดยการสังเคราะห์แนวคิด ทฤษฎี จากเอกสาร ต�ำราและ

งานวิจัยต่างๆ ที่เกี่ยวข้อง

     	 ระยะที่ 2 	พัฒนาองค์ประกอบของความรู ้ของ

อาจารย์ในการจดัการเรยีนรูเ้รือ่งการพิสจูน์ทางคณิตศาสตร์ 

โดยการสนทนากลุ่มและใช้วิธีฉันทามติแบบพหุลักษณะ       

ผู ้ เข ้าร ่วมสนทนากลุ ่มประกอบด ้วย ผู ้ทรงคุณวุฒิ                         

ทางคณิตศาสตร์ จ�ำนวน 4 ท่าน ผู ้ทรงคุณวุฒิทาง                                 

คณิตศาสตรศึกษา จ�ำนวน 3 ท่าน และนักศึกษาวิชาเอก

คณิตศาสตร์      ท่ีเคยศึกษาเรือ่งการพิสูจน์ทางคณิตศาสตร์ 

จ�ำนวน 5 ท่าน

     	 ระยะที่ 3 	ยืนยันองค ์ประกอบของความรู ้ของ

อาจารย์ในการจดัการเรยีนรูเ้รือ่งการพิสจูน์ทางคณิตศาสตร์ 

โดยใช้การวิเคราะห์องค์ประกอบเชิงยืนยัน 

     	 ประชากรและกลุ่มตัวอย่าง

 	 1. 	 ประชากร ได้แก่ อาจารย์สาขาวิชาคณิตศาสตร์

มหาวิทยาลัยราชภัฏท่ัวประเทศ ท่ีปฏิบัติงานในภาคเรียน      

ที่ 2 ปีการศึกษา 2556 จ�ำนวน 400 คน 

	 2. 	 กลุ ่มตัวอย ่าง ได ้แก ่  อาจารย ์สาขาวิชา

คณิตศาสตร์มหาวิทยาลัยราชภัฏท่ัวประเทศ ท่ีปฏิบัติงาน

ในภาคเรียนที่ 2 ปีการศึกษา 2556 จ�ำนวน 260 คน ที่ได้

จากการสุ่มแบบแบ่งชั้นโดยแบ่งตามสภาพภูมิศาสตร์

	 เครื่องมือที่ใช้ในการวิจัย

	 เครื่องมือที่ใช้ในการเก็บรวบรวมข้อมูล ได้แก่ 

แบบสอบถามองค์ประกอบของความรู้ของอาจารย์ในการ

จัดการเรียนรู ้ เรื่องการพิสูจน ์ทางคณิตศาสตร ์  เป ็น

แบบสอบถามแบบมาตราส่วนประมาณค่า แบ่งเป็น 5 ระดบั 

จ�ำนวน 56 ข้อ มีค่าความเชื่อมั่น .985 เป็นแบบสอบถาม

ส�ำหรับการวิเคราะห์องค์ประกอบเชิงยืนยัน

	 การวิเคราะห์ข้อมูล

	 การวิเคราะห์ข้อมูลผู้วิจัยวิเคราะห์องค์ประกอบ       

เชิงยืนยันด้วยโปรแกรม LISREL 8.72 	

สรุปผลการวิจัย
     	 ผลการวิจัยพบว่า ค่าสัมประสิทธ์ิสหสัมพันธ์ของ 

องค์ประกอบของความรู้ของอาจารย์ในการจัดการเรียนรู้

เรื่องการพิสูจน์ทางคณิตศาสตร์มีความสัมพันธ์กันอย่างมี

นัยส�ำคัญทางสถิติท่ีระดับ .01 โดยค่าสัมประสิทธ์ิ                        

สหสัมพันธ์ขององค์ประกอบมีค่าระหว่าง .426 ถึง .844           

ค่า Bartlett’s Test of Sphericity มีค่าเท่ากับ 3,821.018,              

df = 105, p = .000 แสดงว่า  เมทริกซ์สหสัมพันธ์ระหว่าง

องค์ประกอบแตกต่างจากเมทริกซ์เอกลักษณ์อย่างมี              

นัยส�ำคัญทางสถิติท่ีระดับ .01 และค่าดัชนี Kaiser-                   

Meyer-Olkin Measure of Sampling Adequacy = .954 
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แสดงว่าองค์ประกอบมีความสัมพันธ์กันเหมาะสมดี 

สามารถน�ำไปวิเคราะห์องค์ประกอบได้ นอกจากน้ีค่าดัชนี

ความสอดคล้องกลมกลืนระหว่างองค์ประกอบกับข้อมูล      

เชิงประจักษ์ได้ค่าไค-สแควร์ เท่ากับ 30.46 (p = 0.98) ที่

องศาอิสระ 50 ค่า RMSEA เท่ากับ .000 หมายความว่า  

องค์ประกอบตามกรอบแนวคิดในการวิจัยครั้งนี้สอดคล้อง

กลมกลืนกับข้อมูลเชิงประจักษ์ดีมาก สรุปได้ว่า

     	 องค์ประกอบหลักของความรู้ของอาจารย์ในการ

จัดการเรียนรู้เรื่องการพิสูจน์ทางคณิตศาสตร์ มีค่าน�้ำหนัก

องค์ประกอบเรียงล�ำดับจากมากไปน้อย ได้แก่ ความรู้ด้าน

การจัดการเรียนรู้ ความรู้ด้านเนื้อหา และความรู ้ด้าน           

การเรียนรู้ของผู้เรียน โดยมีค่าน�้ำหนักองค์ประกอบ .95,      

.92 และ .85 ตามล�ำดับ

     	 องค์ประกอบความรู้ด้านการจัดการเรียนรู้ มีค่า         

น�้ำหนักองค์ประกอบรองเรียงล�ำดับจากมากไปน้อย ได้แก่ 

ความรู้ในหลักสูตรคณิตศาสตร์ ความรู้ในการจัดการเรียน

การสอนคณิตศาสตร์ และ ความรูใ้นการวัดผลและประเมนิ

ผลการเรียนรู้คณิตศาสตร์ โดยมีค่าน�้ำหนักองค์ประกอบ 

.95, .82 และ .74 ตามล�ำดับ

     	 องค์ประกอบความรู ้ด ้านเน้ือหา มีค ่าน�้ำหนัก            

องค์ประกอบรองเรียงล�ำดับจากมากไปน้อย ได้แก่ ความรู้

ในเน้ือหาร่วม ความรู้ในเน้ือหาเฉพาะ และความรู ้ใน

ขอบข่ายทางคณิตศาสตร์ โดยมีค่าน�้ำหนักองค์ประกอบ 

.91, .83 และ .79 ตามล�ำดับ

     	 องค์ประกอบความรู้ด้านการเรียนรู้ของผู้เรียน มี

ค่าน�้ำหนักองค์ประกอบรองเรียงล�ำดับจากมากไปน้อย 

ได ้แก ่  ความรู ้ ในการแสดงมโนทัศน ์การพิสูจน ์ทาง

คณิตศาสตร์ และความรู้ในการสร้างมโนทัศน์และความ

เข้าใจมโนทศัน์การพิสจูน์ทางคณิตศาสตร์ โดยมค่ีาน�ำ้หนกั

องค์ประกอบ .95 และ .88 ตามล�ำดับ

อภิปรายผล
	 จากผลการวิจัย เรื่องการศึกษาองค์ประกอบของ

ความรู้ของอาจารย์ในการจัดการเรียนรู้เรื่องการพิสูจน์ทาง

คณิตศาสตร์พบว่า องค์ประกอบของความรู้ของอาจารย์ท่ี

จ�ำเป็นในการจัดการเรียนรู้เรื่องการพสิูจน์ทางคณติศาสตร์

มีน�้ำหนักองค์ประกอบเรียงล�ำดับจากมากไปน้อย ได้แก่ 

ความรู้ด้านการจัดการเรียนรู้ ความรู้ด้านเนื้อหา และความ

รูด้้านการเรยีนรูข้องผูเ้รยีน ผลการวิจยัสามารถอภิปรายผล

ได้ดังนี้  

	 การพิสูจน์ทางคณติศาสตร์ถือว่าเป็นหัวใจส�ำคัญใน

การเรียนรู้คณิตศาสตร์ Hersh (1993 : 392) กล่าวว่า              

นักคณิตศาสตร์ให้ความสนใจต่อการพิสูจน์มากกว่าคุณค่า

ของผลลัพธ์ และถือว่าการพิสูจน์เป็นส่ิงจ�ำเป็นจะละเว้นเสีย

มไิด้ สอดคล้องกับ Markel (1994 : 291-295) ทีก่ล่าวว่าการ

พิสจูน์เป็นหวัใจส�ำคญัของคณิตศาสตร์   การสร้างทฤษฎีบท 

และการพิสูจน์ทฤษฎีบท เป็นหน้าที่ของนักคณิตศาสตร์ 

ส่วน Solow (2002 : 1) กล่าวว่า   จดุ มุง่หมายท่ีส�ำคัญอย่าง

หนึ่งของนักคณิตศาสตร์ ก็คือ การค้นหาความจริงทาง

คณิตศาสตร์ และสื่อสารความจริงน้ันผ่านบทพิสูจน์ด้วย

ภาษาคณิตศาสตร์ เน่ืองจากภาษาคณิตศาสตร์มีความ

ส�ำคัญอย่างหน่ึงคือ ความถูกต้องแม่นย�ำ บทพิสูจน์ท่ีดี        

ควรจะถูกน�ำเสนออย่างเป็นข้ันเป็นตอน  Saeed (1997 : 

4300-A) กล่าวว่า ความสามารถ ในการพิสูจน์ และความ

เข้าใจในธรรมชาติของการพิสูจน์ทางคณิตศาสตร์ รวมท้ัง

เทคนิควิธีในการพิสูจน์เป็นองค์ประกอบในการวิเคราะห์ท่ี

ส�ำคัญในการเรียนการสอนคณิตศาสตร์ ผู้เรียนจะต้องอ่าน 

ท�ำความเข้าใจ วิเคราะห์การพิสจูน์ แสดงความคดิเหน็ และ

เขียนแสดงการพิสจูน์เองได้ อกีท้ังต้องเข้าใจและเห็นคุณค่า

ของการพิสูจน์ด้วย การพิสูจน์เป็นล�ำดับทางตรรกศาสตร์

ของประโยค โดย เริ่มต้นจากการใช้ สมมติฐาน บทนิยาม

หรอืสจัพจน์ ส่ิงท่ีพิสูจน์มาแล้ว และ การให้เหตุผล (Moore.  

1991 : 51) ท่ีพร้อมจะเปิดให้มกีารวิพากษ์วจิารณ์ได้ (Rodd. 

2000 : 232)  ในการพิสูจน์ทางคณิตศาสตร์นั้นจ�ำเป็นต้อง

มเีทคนิคทีช่่วยในการพิสจูน์ ซึง่เทคนิคหนึง่ก็คอื การเปลีย่น

รูปข ้อความท่ีจะพิสูจน ์ให ้อยู ่ ในรูปสัญลักษณ์ทาง

ตรรกศาสตร์ หรืออาจน�ำแนวคิดหรือวิธีการพิสูจน์จาก

ทฤษฎีบทท่ีได้พิสูจน์มาแล้วเป็นแนวทางในการพิสูจน์ 

เทคนิคการพิสูจน์มีหลายวิธี เช่น การเปล่ียนรูปข้อความท่ี

จะพิสูจน์ให้อยู่ในรูปสัญลักษณ์ (Translate to Logical 

Symbolism) การอุปมา (Analogy) วิธีคิดแบบย้อนกลับ 

(Work ing  Backwards )  วิ ธีการลองผิดลอง ถูก                                     
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(Do-something  Approach, Trial and Error) การใช้บท

นิยามในการพิสูจน์ (Use of Definition) การใช้ทฤษฎีบทที่

มีมาก่อนหรือท่ีพิสูจน์มาแล้ว (Use Previously Proved   

Theorem) (Bittinger. 1972 : 75-79) จะเห็นว่าการพิสูจน์

ทางคณิตศาสตร์จะมีลักษณะของเนื้อหาที่แตกต่างจาก

คณิตศาสตร ์แขนงอื่น การจัดการเรียนรู ้การพิสูจน ์                        

จึงจ�ำเป็นต้องใช้ท้ังศาสตร์และศิลป์ จากการวิจัยท่ีผ่านมา 

พบว่า ยังมีผู้เรียนจ�ำนวนมากท่ีมีปัญหาในการอ่านและ

เขียนการพิสูจน์ หลายคนมีความคิดรวบยอดที่ผิดเกี่ยวกับ

การพิสจูน์ และเทคนิคในการพิสจูน์ ซึง่เป็นสิง่ขัดขวางความ

สามารถในการเขียนการพิสูจน์ของนักศึกษา ดังนั้นการ

จัดการเรียนรู้ของอาจารย์จะต้องมีความเข้าใจในหลักสูตร 

เพราะจะเป็นแนวทางช่วยให้รู้รายละเอียดของเนื้อหาและ

พฤตกิรรมทีค่วรปลกูฝังผูเ้รยีน นอกจากน้ัน หลกัการ ทกัษะ

และเทคนิคการจดัการเรยีนรูก้ารพิสจูน์ นวัตกรรมการเรยีนรู้

คณิตศาสตร์ ตลอดจน หลักการและจุดมุ่งหมายของการ

วัดผลและประเมนิผล และการสร้างเครือ่งมอืการวัดผลและ

ประเมินผลการเรียนรู้คณิตศาสตร์ จึงเป็นองค์ประกอบ

ส�ำคญัของความรูข้องครใูนการจดัการเรยีนรู ้อนัจะส่งผลถึง

ผลสัมฤทธ์ิทางการเรียนของผู้เรียนด้วย ซึ่งสอดคล้องกับ

แนวคิดของ  Barker (2007 : 29) ที่กล่าวว่า  ครูสามารถใช้

ความรู้ตัดสินใจในการจัดการเรียนรู้ และความรู้ของครูจะ

ส่งผลโดยตรงต่อความรู้ของผู้เรียน และสอดคล้องกับผล

การวิจัยของ โกมล ไพศาล (2549 : 1) ท่ีได้ท�ำการศึกษา

ปัจจยัเชงิสาเหตท่ีุมอีทิธิพลต่อผลสมัฤทธ์ิทางการเรยีนของ

นักศึกษาโปรแกรมวิชาคณิตศาสตร์ ระดับปริญญาตรี

มหาวิทยาลยัราชภัฏกลุม่รตันโกสนิทร์ ท่ีพบว่า คณุภาพการ

สอนของครูเป็นสาเหตุโดยตรงต่อผลสัมฤทธ์ิทางการเรียน

ของนักศึกษา และ มณิกา เรืองสินชัยวานิช (2552 : 1) ได้

ท�ำการศึกษาความสัมพันธ์ระหว่างความรู้ของครูกับผล

สัมฤทธิ์ทางการเรียน ที่พบว่า คุณภาพการสอน ของครูเป็น

สาเหตโุดยตรงต่อผลสมัฤทธ์ิทางการเรยีน  องค์ประกอบของ

ความรู้ของอาจารย์ท่ีจ�ำเป็นในการจัดการเรียนรู้เรื่องการ

พิสูจน์ทางคณิตศาสตร์มีน�้ำหนักรองจาก ความรู้ด้านการ

จัดการเรียนรู้ คือ ความรู้ด้านเนื้อหา ซึ่ง Welder (2007 : 4) 

ได้กล่าวว่า ครูจะต้องมีความรู้ในเนื้อหาเฉพาะทุกอย่าง

จ�ำ เป ็น ท่ีจะท�ำให ้การเรียนการสอนคณิตศาสตร ์มี

ประสิทธิภาพ เช่นเดียวกับ ปิยวดี  วงษ์ใหญ่ (2551 : 80)          

ที่ได้กล่าวว่า ผู้สอนต้องมีความเข้าใจเน้ือหาคณิตศาสตร์ 

ในเรื่องนั้นๆ  อย่างลึกซึ้ง และเห็นความสัมพันธ์ระหว่าง

ตัวแทนแนวคิดที่อยู ่ในแบบต่างๆ ผลการวิจัยพบว่า           

ความรู้ในเน้ือหาร่วม ซึ่งเป็นความรู้ท่ีจะช่วยให้ ผู้เรียน

สามารถแสดงการพิสูจน์ทางคณิตศาสตร์ได้มีน�้ำหนัก          

องค์ประกอบมากที่สุดท้ังนี้อาจเป็นเพราะการพิสูจน์ทาง

คณิตศาสตร์ต้องแปลงข้อความท่ีจะพิสูจน์ให้อยู่ในรูป

สัญลักษณ์ทางตรรกศาสตร์ ด�ำเนินการพิสูจน์จากเหตุหรือ

สมมติฐานไปสู่สิ่งท่ีต้องการพิสูจน์หรือผลสรุป หรือด�ำเนิน

การจากสิ่งท่ีต้องการพิสูจน์กลับมาหาเหตุหรือสมมติฐาน 

สอดคล้องกับแนวคิดของ Bittinger (1972 : 75-79) และ       

สุเทพ ทองอยู่ (2533 : 11) ที่ได้เสนอเทคนิคที่ช่วยในการ

พิสจูน์ว่าได้แก่ การเปลีย่นรปูของข้อความทีจ่ะพิสจูน์ให้อยู่

ในรูปสัญลักษณ์ วิธีการลองผิดลองถูก วิธีคิดแบบไป            

ข้างหน้า และวธีิคิดแบบย้อนกลับ จะช่วยให้ผู้เรยีนสามารถ

แสดงการพิสูจน์ทางคณิตศาสตร์ได้ ความรู้เหล่านั้น ได้แก่ 

เทคนิคการพิสูจน์ ตรรกศาสตร์และการให้เหตุผล และ

ปรชัญา ธรรมชาตแิละโครงสร้างทางคณติศาสตร์ นอกจาก

น้ัน ความรู้ในเนื้อหาเฉพาะ ซึ่งเป็นความรู้เก่ียวกับข้อเท็จ

จริง แนวคิด หลักการ กฎ ทฤษฎี และสมมติฐาน เพื่อครูน�ำ

ไปใช้ในการจดัการเรยีนรูเ้รือ่งการพิสจูน์ทางคณิตศาสตร์ มี

น�้ำหนักองค์ประกอบรองลงมา ท้ังน้ีอาจเป็นเพราะความรู้

ในเนื้อหาเฉพาะนั่นคือวิธีพิสูจน์ทางคณิตศาสตร์ ซึ่งมีอยู่มี

หลายวิธี เช่น การพิสูจน์ข้อความในรูปประโยคแบบมี

เงื่อนไข การพิสูจน์ในรูปประโยคแบบเงื่อนไขสองทาง การ

พิสจูน์โดยการแจงกรณี การพิสจูน์ข้อความเลอืก การพิสจูน์

โดยการแจงนับ การพิสจูน์การมอียู่และการพิสจูน์ความเป็น

ได้อย่างเดียว การพิสูจน์ว่าไม่มี การพิสูจน์ว่าเป็นเท็จโดย

การยกตัวอย่างค้าน และการพิสูจน์โดยวิธีอุปนัยเชิง

คณิตศาสตร์ อาจารย์ท่ีมีความรู้ความเข้าใจในข้อเท็จจริง

เกีย่วกับวิธีพิสจูน์ทางคณิตศาสตร์จะท�ำให้การจดัการเรยีน

รู้เป็นไปอย่างมีประสิทธิภาพ ซึ่งสอดคล้องกับ รอคคอฟฟ์

และคนอื่นๆ (Rockoff and others. 2009 : 48) กล่าวถึง

ประสิทธิภาพของครูว่า ครูจะต้องมีความรู้ในเนื้อหาเฉพาะ 
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และ Woolfolk (2007 : 486-487) ที่กล่าวว่า ครูท่ีมี

ประสิทธิภาพจะต้องมีความรู้ในข้อเท็จจริงเก่ียวกับวิชาท่ี

สอนอย่างชดัเจน ส�ำหรบัความรูใ้นขอบข่ายทางคณิตศาสตร์ 

เป็นความรู้ตามล�ำดับของเนื้อหาที่สอดคล้องกับธรรมชาติ

ของคณิตศาสตร์ มีน�้ำหนักองค์ประกอบน้อยที่สุด ทั้งนี้อาจ

เป็นเพราะเป็นความรู้ในเนื้อหาท่ีใช้เป็นตัวแบบการพิสูจน์

ทางคณิตศาสตร์ ได้แก่ เซต ความสัมพันธ์ ฟังก์ชัน และ

ทฤษฎีจ�ำนวน ซึ่งสอดคล้องกับผลการวิจัยของ Moore 

(1990) ที่ได้ท�ำการวิจัย เรื่องปัญหาในการเรียนการพิสูจน์

ทางคณิตศาสตร์ของนักศึกษาระดับมหาวิทยาลัย โดยมี

ค�ำถามการวิจัยคือ อะไรคือธรรมชาติและท่ีมาของปัญหา

ในการเรยีนรูท้ีจ่ะอ่านและท�ำการพิสจูน์ของนกัศกึษาในบท

เรียนแรกของการเรียน การพิสูจน์ และได้บรรจุบทเรียนท่ี

ประกอบด้วย เทคนิคการพิสูจน์ ทฤษฎีเซต ความสัมพันธ์

และฟังก์ชัน และระบบจ�ำนวนจริง ส�ำหรับ ความรู้ด้านการ

เรียนรู้ของผู้เรียน ซึ่งมีน�้ำหนักองค์ประกอบน้อยที่สุดน้ัน 

Grouws  (1992 : 159-160)  กล่าวว่า ความรู้ที่ถูกก�ำหนด

ขึน้มคีวามซบัซ้อน จะส่งผลกระทบต่อพฤตกิรรมของครแูละ

การเรยีนรูข้องนักเรยีน เช่นเดยีวกับ  Shulman (1988 : 8-9)  

ที่กล่าวถึงความรู ้เก่ียวกับผู ้เรียนและคุณลักษณะของ               

ผู้เรียนว่า เป็นความรู้ที่จะเป็นข้อมูลเก่ียวกับวิธีการเรียนรู้

ของผูเ้รยีน ระดบัพัฒนาทางสตปัิญญาของผูเ้รยีน แรงจงูใจ

ในการเรียนรู้ มโนทัศน์เดิม มโนทัศน์ที่คลาดเคลื่อน ข้อมูล

ทีส่�ำคญัและจ�ำเป็นในการเรยีนรูใ้หม่ของผูเ้รยีน ผลการวิจยั

พบว่า ความรูใ้นการสร้างมโนทศัน์และความเข้าใจมโนทัศน์

ทางคณิตศาสตร์ มีน�้ำหนักองค์ประกอบมากที่สุด ทั้งนี้อาจ

เป็นเพราะการแสดงมโนทัศน์ทางคณิตศาสตร์เป็นการ

สื่อสารแนวคิดหรือความเข้าใจทางคณิตศาสตร์ และ

สะท้อนให้เหน็ถึงมโนทัศน์ทางคณิตศาสตร์ของผูเ้รยีน ด้วย

วิธีการใช้อุปกรณ์ (Manipulatives) รูปภาพ (Pictures) 

สัญลักษณ์ทางการเขียน (Written Symbols) สัญลักษณ์

ทางการพูด (Verbal Symbols) และบรบิทในชวีติประจ�ำวนั 

(Real-life Context)  (Lesh. 1979 : 33-40) สอดคล้อง          

กับ Wendy  (2010  :  19 )  ที่ กล ่ าว ถึงการแสดง                              

(Representations) มโนทัศน์ทางคณิตศาสตร์ เป็นความรู้

เก่ียวกับการแสดงถึงความสัมพันธ์กับการคิดของผู้เรียน        

ซึ่งรวมถึงการแสดงความสามารถของผู้เรียนเก่ียวกับการ

เรียนรู้มโนทัศน์ทางคณิตศาสตร์ และความหลากหลาย       

ของการเรียนรู ้มโนทัศน์ทางคณิตศาสตร์นอกจากน้ัน            

ความรู้ในการสร้างมโนทัศน์และความเข้าใจมโนทัศน์การ

พิสูจน์ทางคณิตศาสตร์ มีน�้ำหนักองค์ประกอบรองลงมา 

ท้ังน้ีอาจเป็นเพราะการสร้างมโนทัศน์และความเข้าใจ         

มโนทัศน์ทางการพิสูจน์ทางคณิตศาสตร์ เป็นการรับรู้เพ่ือ

ค้นหาลักษณะร่วมจากสิ่งที่เป็นรูปธรรมแล้วรวมกลุ ่ม            

จัดพวก ค้นหามโนทัศน์จนสามารถใช้ชื่อมโนทัศน์อธิบาย

ความหมาย จ�ำแนกความแตกต่างกับมโนทัศน์ทาง

คณิตศาสตร์อืน่ได้ แล้วเชือ่มโยงระหว่างความคดิ ความจรงิ 

และกระบวนการทางคณิตศาสตร์ จนสามารถแปลความ 

ตีความ และขยายความในปัญหาใหม่ได้ สอดคล้องกับ   

Hill, Ball และ Shilling (2008 : 381) ที่กล่าวว่าครูต้องมี

ความรู้ในการเรียนรู ้ของผู้เรียนว่าความสามารถในการ

เข้าใจว่าผูเ้รยีนเข้าใจมโนทัศน์น้ันได้อย่างไร และการเข้าใจ

ในสิง่ทีแ่สดงถึงความเข้าใจของผูเ้รยีน  ความรูเ้ก่ียวกับการ

พัฒนาการคิดของผู้เรียนในแต่ละระดับชั้น ความสามารถ

ในการเข้าใจเก่ียวกับความรูพ้ื้นฐาน และประสบการณ์ของ

ผู้เรียนในการแก้ปัญหา มีข้อเสนอแนะว่าควรเพ่ิมวิธีการ

เชื่อมโยงความสัมพันธ์ในการคิดของผู้เรียนจากมโนทัศน์

เดิมไปใช้ในการสร้างมโนทัศน์ใหม่ เช่นเดียวกับ Wendy 

(2010 : 19) กล่าวว่า ความเข้าใจ (Understanding) มโนทศัน์ 

ทางคณิตศาสตร์ เป็นความรู้เก่ียวกับการเข้าใจของผู้เรียน 

ซึ่งรวมถึงความตระหนักของมโนทัศน์ว่าผู้เรียนสามารถ

สร้างความสัมพันธ์ในมโนทัศน์ทางคณิตศาสตร์ หรือ        

ความรู ้เก่ียวกับผู้เรียนว่าผู้เรียนเชื่อมโยงกับการเรียนรู ้          

มโนทัศน์ทางคณิตศาสตร์อย่างไร 

ข้อเสนอแนะ
	 1. 	ข้อเสนอแนะเพื่อน�ำผลการวิจัยไปใช้

        		  1.1 	 ในการจัดการเรียนรู้เรื่องการพิสูจน์ทาง

คณิตศาสตร์ผู้สอนควรตระหนักถึงความรู้ด้านต่างๆ ได้แก่ 

ด้านความรู้ในเนื้อหา ด้านความรู้ในการจัดการเรียนรู้ และ

ด้านความรู้การเรียนรู้ของผู้เรียน 
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        		  1.2 	 ควรพัฒนาหลกัสตูรการพัฒนาอาจารย์ใน

การจัดการเรียนรู้เรื่องการพิสูจน์ทางคณิตศาสตร์ในระดับ

อุดมศึกษา

        		  1.3 	 ควรสร้างเกณฑ์การประเมินความรู้ของ

อาจารย์ในการจดัการเรยีนรูเ้รือ่งการพิสจูน์ทางคณิตศาสตร์

ในระดับอุดมศึกษา

	 2. 	ข้อเสนอแนะในการวิจัยครั้งต่อไป

        		  2.1 	 ควรศึกษาองค์ประกอบของความรู้ของ

อาจารย์ในการจัดการเรียนรู้คณิตศาสตร์เร่ืองอ่ืนในระดับ

อุดมศึกษา

        		  2.2 	 ควรศกึษาองค์ประกอบของความรูข้องครู

ในการจัดการเรียนรู ้คณิตศาสตร์ในระดับการศึกษาขั้น           

พื้นฐาน

        		  2.3 	 ควรศึกษาองค์ประกอบของความรู้ของ

อาจารย์ในการจัดการเรียนรู้ในรายวิชาอื่นของอาจารย์

ระดับอุดมศึกษา

        		  2.4 	 ควรศกึษาองค์ประกอบของความรูข้องครู

ในการจัดการเรียนรู้ในกลุ่มสาระอ่ืนในระดับการศึกษาขั้น

พื้นฐาน
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