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บทคัดย่อ

ในการศึกษาเกี่ยวก ับลำดับของจำนวนต่างๆ ปรากฏว่าผลต่างของจำนวนที่อยู่ถ ัดก ัน 
ในลำดับชุดเดียวกันอาจมีค่าเท่ากันหรืออาจแตกต่างกัน ลำดับ 1, 3, 5, 7, 9,... มีผลต่างของจำนวนที่ 
อยู่ถัดกันเป็น 2, 2, 2, 2, 2, ... ซึ่งมีค่าเท่ากันทั้งหมด สำหรับลำดับ 1, 4, 9, 16, 25, ... มีผลต่างของ 
จำนวนที่อยู่ถัดกันเป็น 3, 5, 7, 9, 11, ... กรณีที่ผลต่างดังกล่าวมีค่าแตกต่างกัน เมื่อนำผลต่างเหล่าทั้น 
มาจัดเรียงเป็นลำดับชุดใหม่และหาผลต่างของจำนวนที่อยู่ถัดกันในลำดับชุดใหม่ทั้นอาจได้ผลต่าง 
ที่เท่ากันหรืออาจไม่เท่ากัน เป็นเช่นนี้เรื่อยไปจนกระทั่งได้ผลต่างที่เท่ากันทั้งหมดและไม่เป็นศูนย์ 
ผลต่างที่เท ่ากันที่ได้มาจากลำดับต่างชุดกันนี้นบางกรณีมีค่าต่างกันแต่บางกรณีจะมีค่าเท่ากันและ 
ยังปรากฏอีกว่าผลต่างที่เท่ากันที่ได้มาจากลำดับชุดที่ต่างกันนี้นอาจได้มาจากจำนวนครั้งที่แตกต่างกัน 
ในการหาผลต่างดังกล่าวสำหรับลำดับที่อยู่ในรูป r ,  2a, 3a, 4a, 5a, ... เมื่อ a เป็นจำนวนเต็มบวก 
ปรากฏว่าได้ผลต่างที่เท ่ากันมีความสัมพันธ์ก ับค่าของ a และผลต่างดังกล่าวอยู่ในลำดับชุดใหม่ 
ที่มีอันดับต่างๆ กัน ซึ่งสัมพันธ์กับค่าของ a อีกด้วย

คำสำคัญ ะ ลำดับ เลขยกกำลัง ผลต่างที่เท่ากัน

ABSTRACT

For a given sequence of number a 1, a2, a3, ..., the difference between a1 and <7, , may not 
equal for each i=l, 2, 3, ... . For example, a sequence 1, 3, 5, 7, 9, ... We see that the difference 
between a1 and the next number is 2, 2, 2, 2, 2, ..., but for a sequence 1, 4, 9, 16, 25, ... we get 
a sequence 3, 5, 7, 9, 11,.... In the latter case that we get a non-constant sequence, we can continue the 
same arguments until we get a non-zero constant sequence c, c, c,... where c^o.

In this research, we consider a sequence r ,  2a, 3a, 4a, 5a, .... where <7 is a positive integer. 
We describe the relations between a and a sequence of the difference of a and the next number.

Keyword ะ Sequence, Exponential, Equal Difference
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บทนำ

จำนวนที่ปรากฏอยู่ในลำดับต่างๆ เมื่อนำมาหาผลต่างของจำนวนที่อยู่ถ ัดกันโดยไม่คิด 
เครื่องหมายอาจมีค่าเท่ากันหรืออาจแตกต่างกัน กรณีที่ผลต่างดังกล่าวมีค่าแตกต่างกัน เมื่อนำผลต่าง 
เหล่านั้นมาจัดเรียงเป็นลำดับชุดใหม่แล้วหาผลต่างของจำนวนที่อยู่ถัดกันในลำดับชุดใหม่นั้น อาจได้ผล 
ต่างที่เท่ากันหรือไม่เท่ากันอีกเป็นเช่นนีเรื่อยไปจนกระทั่งได้ผลต่างเท่ากันนั้งหมดและไม่เป็นศูนย์ 
ดังเช่น I2, 22, 32, 42, 52, ... ผลต่างของจำนวนที่อยู่ถัดกันได้แก่ 3, 5, 7, 9, ... และเมื่อหาผลต่างของ 
จำนวนที่อยู่ถัดกันในลำดับชุดที่ได้ใหม่ดังกล่าว จะได้ 2, 2, 2, ... ซึ่งเท่ากันหมด เห็นได้ว่าผลต่าง 
ท ี่ได ้ในครั้งแรกแตกต่างก ัน สำหรับผลต ่างท ี่ได ้ในครั้งท ี่สองม ีค ่าเท ่าก ันหมดและไม ่เป ็นศ ูนย ์ 
แต่ลำดับ I3, 23, 33, 43, 53, ... คำนวณหาผลต่างครั้งแรกเป็น 7, 19, 37, 61, 91, ... เมื่อนำมาหาผลต่าง 
ครั้งต ่อไปจะได้ด ังน ี12, 18 24, 30, ... และจะได้ผลต่างในครั้งที่สามเป็น 6, 6, 6, ... ซึ่งเท่ากันหมด 
สำหรับลำดับในชุดอื่นๆ ในรูป r ,  2a, 3a, 4a, 5a, ... อาจได้ผลต่างที่เท่ากันหมดเป็นเท่าไรและในครั้ง 
ที่เท่าไรนั้น ขนอยู่กับคำของ a

วัตถุประสงค์ของการวิจัย
เพ ื่อหาความสัมพ ันธ์ระหว่างจำนวนที่เป ็นเลขยกกำลังกับคำของผลต่างท ี่เท ่าก ันหมด 

ในชุดสุดท้ายของลำดับที่อย่ในรูป l a,2a,3a,4a, 5a, .... เมื่อ a เป็นจำนวนเต็มบวกq  q  q j  q j  ■ ■ ■ ■ ■

วิธีดำเนินการวิจัย

กำหนดลำดับในรูป l a,2a,3a,4a,5a, ... เม่ือ a เป็นจำนวนเต็มบวกแล้วหาผลต่างของจำนวน 
ท ี่อย ู่ถ ัดก ันในแต่ละช ุดจนกระทั่งได ้ผลต่างท ี่เท ่าก ันน ั้งหมด ส ังเกตคำของผลต่างท ี่เท ่าก ันและ 
คำของ a นำมาวิเคราะห์หาความสัมพันธ์กัน ดังนี

a  = 2.00 |ShowPanm«tera|

1a = 1.00 2s =4.00 3a = 9.00 4a = 16.00 5a = 25.00 6a = 36.00
. 1 00 4 ๓ 9 กก 16.00 25.00 36.00

3 กก รกก 7 กก รกก 11 กก
? กก ?กก 2 กก

0.00
0.00

0.00
0.00

0.00
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a  =  3.00 [S h o w  Pawmeter a|

1a = 1 ๓  2® = 8.00 3“ = 27.00 4a = 64.00 9  = 125.00 6s = 216.๓
._1 QQ_______aflQ__________2LQQ_________&LQQ_________125-๓ ________ 216.00____

7 ๓ __________ ISjOQ_________ 3ZJQQ________61-00__________ 9100___________

___________ 12-๓__________ lajoo_________ 24jQQ________ 3 0 ๓ ___________________________________

6.00 6.00 6 00 
0.00 0.00

ฐ = 4 .00 I  Show Parameter a|

1a = 1.00 2s = 16.00 3s = 81.00 4a = 256.๓ 5a = 625.00 6a = 1296.00 
1 100__________ 16J3Q________ 8LQQ_________256 00 625.00________ 1296.00________________ .

15.00_________ 65J3Q_________ 17500 369 ๓ _________ 671 00__________________________1

1__________ 5000__________ 11000 19400 302.00__________________________________

60.00 84.00 108.00

24.00 24.00

3 = 5 00 I  Show Parameter a|

1a = 1.00 2s = 32.00 ร3 = 243.00 4a = 1024.00 5s = 3125.00 6s = 7776.00 7s = 16807.00 
1 ๓ __________ 32JH_________ 743๓ ________ 1024๓ 3125.๓_______ 7776.๓ 16807.๓

1 31 ๓ _________ 211๓ ________ 781๓ _______ 2101.๓________ 4651 ๓ _______ 9031.๓___________ _

2 .____________ m o o _________ 570-๓________ 1320.00______ 25SLQQ_______ 4380.๓___________________
3  ___________________ 390.00________ ZSlflQ________1230.00________ 1830.๓_________________________

4  _______________________ 3 ๓ ๓ ____________ 480.๓________m o m __________________________________
5  _________________________________120.00_________ 120.00_________________________________________ _

6 .----------------------------------------------^ ------------------------------------------------------ -
a -  6.00 [Show Paometef a]

aๆ = 1 00 2* =64.00 3a = 72900 4a =409600 5a = 15625.00 6a = 4665600 7a = 117649.00 8a = 262144 00 9s1 = 531441 00 

1 00 64 00 729.00 409600 1562500 4665600 117649.00 262144 00 531441 00

1 63 00 665 00 336700 1152900 3103100 70993.00 144495.00_____________________ _

2  _______60200 2702-00 616200 1950200 3996200 7350200_____________________________1

3  ___________ 210000 546000 1134000 20460.00 3354000___________________________________

4  ________________336000 588000 9120.00 13080.00__________________________________________
5  ______________________2520.00 3240.00 396000______________________________________________ t

____________________________ 720.00 720 00____________________________________________________ _
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พิจารณาลำดับ la, 2a, 3a, 4a1 5a, ...

ชุดท่ี 1 ของผลต่างเป็น

ชุดท่ี 2 ของผลต่างเป็น

ชุดท่ี 3 ของผลต่างเป็น
(4a -3 -3 a + 3-2a - l a),(5a -3 -4 a +3-3a - 2 a),(6a -3 -5 a +3-4a - 3 a),...

ชุดท่ี 4 ของผลต่างเป็น
(5a - 4 - 4 a +6-3a -4 - 2 a + la),(6a -4 -5 a +6-4a -4 -3 a + 2a), ...

ในกรณีท่ี a=l
ได้ชุดที่1ของผลต่างเป็น 21- ! 1 = 1 

ในกรณีท่ี a=2
ได้ชุดท่ี 2 ของผลต่างเป็น 32 -2 •  22 + I2 = 2 

ในกรณีท่ี a=3
ได้ชุดท่ี 3 ของผลต่างเป็น 4 ใ — 3 - 33 + 3 23 — I3 = 6 

ในกรณีท่ี a=4
ได้ชุดท่ี 4 ของผลต่างเป็น 54 -  4 ■ 44 + 6 • 34 -  4 • 24 + 14 = 24

สังเกตเห็นว่า ได้ผลต่างเท่ากันในชุดท่ีเท่าไรน้ันข้ึนอยู่กับค่าของ a เช่นในกรณีท่ี a=3 
ได้ผลต่างเท่ากันในชุดท่ี 3 เป็นต้น สำหรับกรณีท่ี a=l ย่อมได้ผลต่างเท่ากันในชุดท่ี 1 และจะได้ค่า 
ของผลต่างเป็น 1 ท้ังน้ีเพราะว่าผลต่างในชุดท่ี 1 คือ

2a- r ,  3a-2a, 4a-3a, 5a-4a, ... ซ่ึงได้เป็น 2‘- l ‘, 31-21, 41-31, 5‘-4‘, ...
น่ันคือได้ผลต่างเป็น 1, 1, 1, 1,... ซ่ึงเป็นผลต่างชุดท่ี 1
ในกรณีท่ี a เป็นจำนวนเต็มซ่ึงมากกว่า 1 ย่อมได้ผลต่างท่ีเท่ากันอยู่ในชุดท่ี 2 หรือ 3

หรืออ่ืนๆ
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ต่อไปน้ีจะวิเคราะห์ผลต่างของจำนวนท่ีอยู่ถัดกันในลำดับชุดต่าง  ๆ โดยพิจารณาผลต่างท่ี 
ได้ในชุดท่ี 2 ของลำดับ r ,  2\ 3a, 4\ 5\ ... ดังน้ี 
สำหรับผลต่างท่ีได้ในชุดท่ี 2 เม่ือ a=2 ดังน ี้

พิจารณา 32 - 2 - 2 2 + 12
=  ( 1 ) | ( 3 ) 2 + ( - 1 ) ^ ^ ( 2 ) 2 + ( -1 )2 | ( 1 ) 2

เขียนให้อยู่ในอีกรูปแบบหน่ึงได้เป็น

สำหรับผลต่างที่ได้ในชุดที่ 3 เม่ือ a=3 ดังน ี้

(4a -3 -3 a + 3-2a - l a),(5a -  3-4a + 3-3a - 2 a),(6a -3 -5 a + 3-4a - 3 a),...
= (43 -3 -3 3 + 3-23 -1 3),(53 -3 -4 3 +3-33 -  23),(63 -  3-53 +3-43 -  33),.

พิจารณา 43 -3 -3 3 +3-23 - l 3
= ( 0 “ ~(4)3 + ( - 1 ) ——— (3)3 + ( - l ) 2 — ——  3! (3 -1 ) !  ( 3 - 2 ) !3 ' 1 " 2 J : (2)3 + ( - l ) 3 3 ! -  (I)3(3-3)!

A(  3^ ใ 1 ว '3 N(2)3+ ( 2 - l ) 3(-1)° (4) + (—1) (3) +(2 — 1) ๆ <3, (1 y

=  i ( - i ) 1
m=0

(  1 \
v m  J

(3 -m  + l)
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สำหรับผลต่างที่ได้ในชุดที่ 4 เม่ือ a=4 ดังน ี้

(5a - 4 - 4 a +6-3a -  4-2a + la),(6a - 4 -5 a + 6-4a -4 - 3 a + 2 a), ...
= (54 -  4 • 44 + 6 • 34 -  4 • 24 + 14), (64 -  4 • 54 + 6 • 44 -  4 • 34 + 24), ...

พิจารณา 54 - 4 - 4 4 + 6-34 - 4 - 2 4 +14

(4-3)! (2)4 +

,0, (4 + 1)4 - "4 1<2, •34 —"4"
"» •24 + ไ)J  7 I 3 ;

=  H r kO; (4 + 1) +(-1) vlv
4^

v2,
44+ (- l)2 ,  -34+ (- l)3 24 + (-l)4 ' 4 \

V4 J
= Z n r f l V - m + i ) 4 

พ

ผลการวิจัย

สำหรับลำดับ r ,  2a, 3a, 4a, 5a, ...
กรณี a=2 ผลต่างซึ่งไม่ใช่ศูนย์ที่เท่ากันในบรรทัดที่ 2 มีค่าเป็น

2 1
( 2 - m  + l)  = 2  =  2!ร  ( -1 ) '

ทา= 0 v m y

a=3 ผลต่างซึ่งไม่ใช่ศูนย์ที่เท่ากันในบรรทัดที่ 3 มีค่าเป็น

a=4 ผลต่างซึ่งไม่ใช่ศูนย์ที่เท่ากันในบรรทัดที่ 4 มีค่าเป็น
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สังเกตเห็นว่าผลต่างซ่ึงไม่ใช่ศูนย์ท่ีเท่ากันในบรรทัดท่ี a มีค่าเป็น a!
สำหรับลำดับในรูปแบบอ่ืน เช่น 2 \  4 \  6 \  8a, 10a, ...
Vl 3J » ‘ะร่ Vl 161 I ๙ /ะ=ร่ I a /  G| ay «ะร่ d  I ๘ 1 ท  I(ดผลต่างชง เม [ชศนยทฒ่ากน (นบรรทดท a มค่าเบน a * zqj

I  I  ^  V l  1 6 1  I  ๙ / ะ:a  I a /  Cl < V / C S  i d  I  ๘ !  *  * * 9  ^เช่น a=2 ผลต่างซง เมเช่ศูนย่ทเท่ากันเนบรรทัดท2 มค่าเบน 2!'2 - 8
I  ^  VI 1 6 1  I  ๙ / ะ:a  I  a y  C l a /  i S l  d  I  ๘ !  ^  ว  _a=3 ผลต่างซง เม่ เช่ศูนยทเท่ากัน เนบรรทัดท 3 มค่าเบน 3!- 2 = 48
I  ^  V I 161 I  ๙ / = ร่ I  a y  61 a /  i S i  d  I  d |  -  .  —  A  ~a=4 ผลต่างซง เม่ เช่ศูนยทเท่ากัน เนบรรทัดท 4 มค่าเบน 4!■ 2 = 3 8 4  

a=5 ผลต่างซ่ึงไม่ใช่ศูนย์ท่ีเท่ากันในบรรทัดท่ี 5 มีค่าเป็น 5!-25 = 3840

สำหรับลำดับในรูปแบบอ่ืน เช่น ka, (2k)a, (3k)a, (4k)a, (5k)a, ... เม่ือ k^ 0 
ได้ผลต่างซ่ึงไม่ใช่ศูนย์ท่ีเท่ากันในบรรทัดท่ี a มีค่าเป็น a !'k;i

I  I  ^  V l 161 I  ๙ / = ร่ I  a /  G | /= s  d  I  ๘ !  1  2เช่น a=2 ผลต่างซง เม่ เช่ศูนยทเท่ากัน เนบรรทัดท 2 มค่าเบน 2!’k
t  ‘ะ ร ่ V l 161 I  ๙ / = ร่ I  a /  G | /= s  d  I  ๘ !  *  4 ,  ' ia=3 ผลต่างซง เม เช่ศูนย่ทเท่ากัน เนบรรทัดท 3 มค่าเบน 3! ■ k
t ^  Vl 161 I  ๙ / = ร่ I  a /  G | /= s  d  I ๘! - . Aa=4 ผลต่างซง เม เช่ศูนย่ทเท่ากัน เนบรรทัดท 4 มค่าเบน 4!- k
I  ^  V I  1 6 1  I  ๙ / = ร่ I ay C l V  d  .  d  I  ๘ !  _  .  ,  sa=5 ผลต่างซง เม เช่ศูนย่ทเท่ากัน เนบรรทัดท 5 มค่าเบน 5!-k

๐ O' o ay -  o _ c _ o  o 1ๅ SJ I 4  111 1 3  I ๙ /=s I ay Cl /=s ๘! f ay ayสาหรบลาดับ 1 , 3 , 5 , 7  ,9 , . . . เดัผลต่างซงเมเช่ศูนย่ทเท่ากันเนบรรทัดท a เบนอย่างเดัยวกันกับ7 7 7 7 7 qj

ลำดับ 2a, 4a, 6a, 8a, 10a, ...

ลำดับ l a, 2a, 3a, 4a, 5a, ...
ผลต่างซึ่งไม่ใช่ศูนย์ที่เท่ากันในบรรทัดสุดท้ายมีค่าเป็น a!
เช่น a=2 ผลต่างซึ่งไม่ใช่ศูนย์ที่เท่ากันในบรรทัดสุดท้ายมีค่าเป็น 2! = 2

a=3 ผลต่างซึ่งไม่ใช่ศูนย์ที่เท่ากันในบรรทัดสุดท้ายมีค่าเป็น 3! = 6 
a=4 ผลต่างซึ่งไม่ใช่ศูนย์ที่เท่ากันในบรรทัดสุดท้ายมีค่าเป็น 4! = 24

สำหรับลำดับ 2a, 4a, 6a, 8a, 10a, ...
* 4  111 i a  I  ๙ /= ร่ I  a /  G| ay ^  d  !  ๘ !  .  A l lผลต่างซง เม เช่ศูนย่ทเท่ากัน เนบรรทัดสุดทัายมค่าเบน a !■ 2

เช่น a=2 ผลต่างซึ่งไม่ใช่ศูนย์ที่เท่ากันในบรรทัดสุดท้ายมีค่าเป็น 21-2 2 -  8
a=3 ผลต่างซึ่งไม่ใช่ศูนย์ที่เท่ากันในบรรทัดสุดท้ายมีค่าเป็น 3!• 2 ไ = 48 
a=4 ผลต่างซึ่งไม่ใช่ศูนย์ที่เท่ากันในบรรทัดสุดท้ายมีค่าเป็น 4 !-24 = 384 
a=5 ผลต่างซึ่งไม่ใช่ศูนย์ที่เท่ากันในบรรทัดสุดท้ายมีค่าเป็น 5!■ 25 = 3840
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สำหรับลำดับในรูปแบบอื่น เช่น ka, (2k)a, (3k)a, (4k)a, (5k)a, ... เม่ือ k ^  0 
ได้ผลต่างซึ่งไม่ใช่ศูนย์ที่เท่ากันในบรรทัดที่ a มีค่าเป็น a !■ k a
และสำหรับลำดับ l a. 3a. 5a. 7a. 9a. ...ได้ผลต่างซึ่งไมไช่ศนย์ที่เท่ากันในบรรทัดสดท้ายเป็นอย่าง7 7 7 7 7 ----------------- ธ ุเ----------  q

เดียวกันกับ ลำดับ 2a, 4a, 6a, 8a, 10a, ... คือมีค่าเป็น a !■ T  

ข้อเสนอแนะเพื่อการวิจัยต่อไป

ลำดับที่มีรูปแบบอื่นๆ เช่น r ,  2a, 4a, 7a, i r , ... จะมีผลต่างซึ่งไม่ใช่ศูนย์ที่เท่ากันเป็น'ฆิ \  ว ๆ ๆ - } - }  qj

เท่าไรและอยู่ในชุดที่เท่าไร
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บทปริทัศน์ 
ผลต่างที่เท่ากันในชุดของลำดับ

โดย รศ.จักรภพ วงศ์ละคร
คณะเทคโนโลยีสารสนเทศและการส่ือสาร มหาวิทยาลัยแม่โอ้

การศึกษาความสัมพันธ์ของจำนวนและฟ้งก์ชน มีความสำคัญอย่างยิ่งที่จะทำให้เข้าใจถึงพฤติกรรม 
และสร้างต ัวแบบ (Model) ของ!เญหาท ี่อย ่ในรูปแบบที่ซ ับซ ้อนให ้อย ่ในรูปแบบที่ง ่าย ซ ึ่งจะต้องใช ้v '  ช  <น ' น ' น ิ

กระบวนการสังเกต การเปรียบเทียบ การทดลอง ตลอดจนการคาดคะเน เพื่อให้ได้ความสัมพันธ์ที่เหมาะสมต่อ 
การนำไปใช้แก้!เญหา

ดังใfนการวิจ ัยเร ื่อง ผลต่างที่เท ่าก ันในชุดของลำดับ ของ รศ.ประส ิทธ ี้ กิจจนศิริ นับว่าเป็น 
แบบอย่างที่ด ี ท ี่จะช ่วยสร้างกระบวนการเร ียนการสอน เพ ื่อเพ ิ่มท ักษะกระบวนการทางวิทยาศาสตร์ 
ในการแก้!เญหาให้แก่ผ ู้เร ียนในระดับการศึกษาตั้งแต่ข ั้นพนฐานเพื่อประกอบการจัดการเรียนการสอน 
ในกลุ่มสาระการเรียนรู้ จนถึงการนำไปประยุกต์ใช้ก ับความสัมพันธ์ของจำนวนและฟ้งก์ช ันที่ซ ับซ้อน 
ต่อไปได้เ!เนอย่างด ี
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